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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva teseni. My vam je opravime a ta nejzajimavéjsi z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele
zveme na podzim a na jafe na soustfedéni.
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Mili ¢tenari,

jisté uz vam bylo smutno po nasem milém lisdku Rikim a vsech tématkach, kterd
vam prinédseji tolik novych informaci a radosti. Vase smutky jsou ale nyni u konce,
je zde totiz nové ¢islo M&M.

Pokud méte pocit, Ze vam po skonceni letnich mésicu je zima, nezoufejte a pre-
¢téte si dalsi dil témétka Termodynamika, kde vam teplo rozhodné chybét nebude.
Pokud jste ale vyznavaci skautského hesla ,,Bud pripraven!“ a chcete se pojistit,
ze vam bude teplo i v budoucnu, pilné feste dal, a vybojujte si ponozku s logem
M&M. Stadi jen w bodu, a ponozka bude vase!

Pokud mate problémy pfi seznamovani, ur¢ité ocenite druhy dil témétka Pro-
gramovdni v Leanu, ktery se vénuje vytvareni, zpracovavani a pretvareni seznamu.

Zaroven umélectéji zamérené Ctendre (vy, ktefi mdate radi obarvovani) toto
¢islo pocti druhym dilem tématka Hez. Stale neni prilis pozdé na to se zaby-
vat modifikacemi hry, a snazit se analyzovat pripady navrzené vami nebo jinymi
Tresiteli.

A pokud vés zajimé biologie (ale ostatné i pokud vds nezajimé, vzdy je dobré
rozsitit si obzory), je tu prvni dil témétka o Genetice, které se vénuje nejen biologii,
ale i kombinatorickému a pravdépodobnostnimu aspektu této fascinujici védy.

Jako vzdy plati, ze rddi uvidime vase ¢lanky téméatky inspirované nebo na né
reagujici. Pokud byste si pfi psani ¢lanku nevédéli rady, muzete se podivat na
mam.mff.cuni.cz/jak-resit/jak-psat-clanek/, nebo si na konci tohoto ¢isla
precist clanek Scratch hologramy. Pripominadme, ze pri psani ¢lankt i mimo né je
vitana spoluprace — za spolecné feSeni ziskate % boda, kde n je pocet autorii
a b je pocet bodu, které by feseni ziskalo, kdyby ho odevzdéval jeden clovék.

Fyzicky se se svymi oblibenymi organizatory budete moct setkat 21. listopadu
na Dni otevienych dveii MFF UK v aredlu v Troji. Mtzete si s sebou vzit oblibeny
lis¢i predmeét na podepsani.

A pokud se ani po tom vsem nebudete citit M&Mkem nasyceni, muzete si do
kalendart zapsat termin nasi vanocéni vikendovky, kterd se bude konat 8.-10. 12.
A7 bude zapocato prihlasovani, bude vim ozndmeno e-mailem.

Reseni témétek zdar!
Vasi organizdatori
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Téma 1 — Termodynamika

Teplo(ta) a patélie s nimi spojené

V minulém dile jsme fesili praci, nyni se podivame na druhy aspekt energetického
uctu télesa: teplo. Jde o formu energie, kterda mimo jiné odpovida za kinetickou
energii molekul, jinymi slovy to, jak se pohybuji prostorem. Pokud se podivame na
jednoatomové molekuly pevnych latek, tak se teplo projevuje jako pohyb téchto
molekul v prostoru kolem jednoho bodu — rovnovazné polohy. Molekula nebo
atom ma kolem sebe prostor, néco jako pokoj, ve kterém bydli. Nejcastéji se
vyskytuje uprostied pokoje, ale obéas zajde bliz ke sténé. Cim Castéji a ¢im dal
od stfedu pokoje je, tim vétsi je hodnota teploty. Pro kapaliny plati, Zze se tato
stfedni poloha, kolem které ¢astice kmita, posouva v prostoru, molekuly plynu se
pohybuji v prostoru neusporddané a zadnou stfedni polohu nemaji.

P
. S

(s) (1 (2)

Obrézek 1: Skupenstvi z pohledu pohybu molekul. Carkované je zndzornéna reilns
trajektorie éastice (vlevo u pevnych latek a uprostied u kapalin), plnou ¢arou je zné-
zornén posun rovnovazné polohy u kapalin (uprostfed), u plynu vpravo je posun ¢astice
(ndhodny bez rovnovazné polohy).
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Kinetickd energie ¢éstic se projevuje jako teplota télesa, tzn. ¢im rychlejsi pohyb
Castic, tim vyssi je teplota télesa. Nejcastéji mérime teplotu, nikoli teplo. Na to,
abychom mohli méfit teplotu, potfebujeme pochopit disledek nultého termody-
namického zdkona (0. TDZ). O méreni tepla a teploty se doctete déle v textu.

Pokud rozsirime své obzory na viceatomové molekuly, pribydou nam vazby,
které se zkracuji a natahuji — vibruji. Pokud se o tento koncept zajimate vic, do-
porucuji se podivat na pojmy ,infracervena spektroskopie* nebo ,vibracni spek-
troskopie“. Zaroven uz molekuly z vice atomu nejsou tak symetrické, takze pokud
spravné orotujeme jednotlivé vazby v molekule vici sobé v prostoru, zménime
tim relativni umisténi elektront a jader vuci sobé a tim i chemické okoli elek-
tront. A ano, jsou to strasné malé zmény, ale pouzivaji se pri chemické analyze
molekul. Pokud chcete védét vic, muzete se podivat na heslo ,rotacni spektrosko-
pie“, poddruh infracervené spektroskopie. Muzete zkusit napsat ¢lanek o tom,
jak se dodani tepla projevuje na trovni spektroskopickych métreni. My vam jej
obodujeme a muze byt publikovan v dalsich ¢islech M&MKka.

Pro¢ je nulty termodynamicky zakon dilezity?

Nulty TDZ zni takto: ,,Jsou-li dvé a vice téles v termodynamické rovnovaze s dal-
$im télesem, jsou vSechna tato télesa v rovnovaze.“ To je sice hezka definice, ale
co za informaci ndm to dava? Diusledkem 0. TDZ je tato skutecnost: pokud jsou
dvé télesa v kontaktu a maji rizné teploty, tak se teploty postupné vyrovnaji.
Bez platnosti 0. TDZ by tfeba nefungovaly teploméry a veskerd ¢idla, ktera méri
teplotu. Teploméry funguji na zdkladé toho, ze se vyrovna teplota méreného ob-
jektu s ¢idlem, které je v teploméru. Zménou teploty materialu ¢idla se zméni
jeho vlastnosti (odpor, konduktivita, teplotni roztaznost atd.).

Problém 2.1: Najdéte néjakou velicinu zdvislou na teploté a jeji hodnoty pro vami
vybrané materidly. Vysvétlete, s jakymi vlastnostmi si tuto velicinu asociujeme.
Kdy je smysluplné jeji zdvislost zanedbat? A kdy to maopak provést nemizZeme?
Ndpovéda: muzete také popsat mechanismus fungovdni pristroju, které maji za
dkol regulovat a/nebo zaznamendvat teplotu. Vynechejte ze svjch Teseni veliciny
zvané mernd tepelnd kapacita a tepelnd kapacita, tu znd kazZdy ze Skoly a navic je
o ni dalst priklad :).

Tepelna kapacita je schopnost télesa odevzdat/pojmout néjaké mnozstvi tepla
a snizit/zvysit tak svou teplotu. Takze kdyz musime hodné tepla dodat na ohfati,
pri chladnuti se ho hodné vyda do okoli. Mérna tepelnd kapacita je zavisla na
teploté. To, jak moc je ¢i neni tato zavislost dulezitd, ndm ukéze nasledujici pii-
klad.
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Uloha 2.2 [11,5b]: Pro vypocet mérné teplené kapacity nezndmé litky v zdvislosti ‘
na teploté lze vyusit vzorec ¢y = aT? + bT + ¢, kde ¢ = 28,87J- kg™! - K71,
b=1459 -1073J- kg ' - K2, a=—1,7 - 1079J - kg™ - K™>. Predpoklddejme,

ze v rozsahu zadanych teplot méreni nedochdzi ke zméné skupenstvi.

1. Jak velké mnoZstvi tepla odevzdd teleso, pokud se bude ochlazovat z teploty
90° C' na teplotu 10°C?

2. Jak velké mnozstvi tepla odevzdd téleso, pokud se bude ochlazovat z teploty
50°C na teplotu 10°C?

3. Uvazujte bod 1 s tim, Ze ve vipoctech pouzijete stredni hodnotu mérné tepelné
kapacity. Tu vypoctete jako primeér z hodnot cy pro okrajové teploty. Uvedte
jeji hodnotu.

4. Porounejte jednotlivé viysledky. Proc¢ vysledek bodu 2 neni polovina hodnoty
vysledku bodu 17 Lisi se hodnoty v odpovédich bodi 1 a 32 Proc se lisi/nelisi?
Pokud se list, napiste, kterd z nich je vetsi a proc.

Teplo je forma energie, udava se v Joulech. Jako energie se tedy miuize presouvat
z jednoho télesa na druhé. V ucebnicich to znate pod pojmem prenos tepla. Jedna
z forem energie je tepelna energie, kterd je typem infracerveného elektromagne-
tického zareni. To znamend, ze se miuze prenaset prostorem poté, co se uvolni
z jednoho télesa (teplo je vyzdreno), a poté je pfijato jinde. Tomuto pfenosu se
rika sdlani a muze probihat pres vakuum.

Dalsi mechanismy prenosu tepla jsou vedeni a proudéni. Lisi se tim, ze pokud
teplo proudi, proudi v jeho sméru i molekuly a méni se tak misto, okolo kte-
rého kmitaji jako na obrazku [I} Pro vedeni se pozice rovnovazné polohy molekul
nemeéni.

Proto miuzeme obecné Tict, Ze proudéni dominuje v kapalindch a plynech,
v pevnych latkdch dominuje vedeni (odtud ndzev ,vodice*). V jeden okamzik
probihd vice zptisobu prenosu tepla nardz. Molekuly nedéli typy prenosu tepla do
kategorii, prosté si jej mezi sebou néjak vymeéni.

Problém 2.3: Porovnejte mérné tepelné kapacity vodici/nevodici, pevnych/ka- M
palngch/plynngch ldtek. Co vdm hodnoty Tikaji o jejich vlastnostech? Jsou dobré
tepelné vodice i dobré vodice elektrického proudu? Proc¢ tomu tak asi je?

Experimentalni okénko

Lze teplo mérit? Ano, existuji zatrizeni zvané kalorimetry. Jak tedy méfime, kolik
tepla si télesa predaji? Proc je to dulezité? Co je teplota? Co by se stalo, kdyby
0. TDZ nefungoval?

Jak mérit tepelnou kapacitu? Nejcastéji se to nyni déld pomoci pristroje,
ktery se nazyva kalorimetr. V modernich kalorimetrech se méfi rozdil elektric-
kého proudu v dréatku, jehoz odpor je zavisly na teploteé.
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‘ Problém 2.4: Popiste detailnéji, jak funguji moderni kalorimetry a jejich vijhody
a limity. Jak vypadd vzorek, ktery je idedlni adept na méreni kalorimetrem? Jaké
vlastnosti by vzorek mit nemél?

Jeden z prvnich primitivnich kalorimetri se nazyval Blackuv kalorimet Slo
o ledovou nadobu o teploté 0°C s jamkou v ledu uprostied. Do jamky se vlozil
materidl, jehoz mérnou tepelnou kapacitu jsme chtéli zmérit. Pak jsme pockali,
dokud se nevyrovnaly teploty télesa v ledu s ledem. V praxi to znamena, ze teplejsi
téleso prestalo tavit led. Kvili tomu je dilezité, aby byl led o teploté 0°C, protoze
kdyby byl studenéjsi, ¢ast tepla se spotiebuje na ohiati ledu a ne na roztaveni ledu
na vodu. Pravé mnozstvi roztaveného ledu, tedy voda v kalorimetru, je to, z ¢eho
budeme urcovat tepelnou kapacitu. Vsechno teplo prijaté ledem se spotrebovalo na
tyto procesy: skupenskou preménu led-voda (charakterizovanou veli¢inou mérné
skupenské teplo tani/tuhnuti l;), potazmo i na ohfev roztété vody na teplotu
t, kterou je potieba zndt (ohfev je charakterizovany mérnou tepelnou kapacitou
vody cy ).

A Problém 2.5: Zkuste experimentdlné zmérit hodnotu mérné tepelné kapacity.
Muze vdm na to poslouzit jednoduchy model kalorimetru zvany Blackiuv kalori-
metr. V principu jde o to, Ze z méreni urcite, kolik tepla se vymeni mezi ledovou
nddobou (to odpovidd mnozstvi roztdté vody) a télesem. Budou se vdm lépe mérit
latky s vysokou mebo nizkou mérnou tepelnou kapacitou? Zkuste zduvodnit. Pokud
najdete jing zpusob mérent cy , popiste jej a vyzkousejte jej.

ZAavérem

V tomto dile jste se mohli zamyslet nad tim, pro¢ je dtilezité znat hodnoty mérnych
tepelnych kapacit a jinych veli¢in, které jsou zavislé na teploté. Pokud znédte néjaka
dalsi vyuziti nultého termodynamického zakona, napiSte o nich informativni text
a my jej muzeme otisknout jako ¢lanek.

Vzorova reseni 1. dilu
Uloha 1

Zadani:

V jakgch formdch jde uloZit energii do systému? Poslete ndm vase napady. Nebojte
se vzit v potaz ruzné velké i malé objekty, systémem se mauze rozumét i méco
Zivého. Zkuste ve svém reseni popsat, kde je energie uloZena o také jak vypadd
proces, pri kterém se dand forma energie wvoliiuje/premeénuje na jinou. Za kazdy
spravny origindlni princip a popis premény, ktery nikdo jing neuvedl, dostanete
dohromady jeden bod. (Tato dloha se vztahuje k 1. i 2. deadlinu. Pokud néco poslete
k 1. deadlinu a bude to origindlni, dostanete pilbod, pokud budete origindlni i mezi
Tesiteli 2. deadlinu, dostanete druhého pil bodu.)

Thttps://cs.wikipedia.org/wiki/Kalorimetr
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Reseni:

Prisla spousta zajimavych postreht, ale spousta z vas mélo podobné napady, kam
se pro premény a ukladani energie podivat. Proto jsme udélovali i body za ta
feseni, které méla hezky formulovana vysvétleni uloZeni a pfemén energie, i kdyz
byla duplicitni. Zde néjaka z téchto duplicitnich zajimavych feseni zminime.

Spousta z vas se zamérila na jidlo a fakt, ze jidlo uklada v chemickych vazbach
jednu z forem energie, kterou nase télo umi prijmout a preménit. Neni vsak jedina.
Par z vas se pustilo do popisu metabolismu, nicméné tam nebyly do detailu po-
psany formy energie v jidle a v téle ulozené, spise jste popsali biologickou stranku
molekul z hlediska energetickych bilanci biochemie lidského téla. Sofie Teodorovi-
¢ova zminuje i zajimavé pozorovani: na to, aby se ATP vytvorilo, se musi nejdiive
néjaka energie spotfebovat. Otazka k zamysleni: jak to, ze je vyhodné mit jako
zdroj a zdsobu energie vazby v ATP, kdyz néas stoji energii ho vytvorit?

Dalsi priklad ze svéta biologie byla fotosyntéza. Opét jste tu psali ve vétsiné
pripadu trochu vagné, ze ,rostlina si vezme energii a roste“. Ano, ale odkud si ji
vezme? A na jakou ji preméni? A jaka forma energie je potieba na rist?

Baterie a akumulatory elektrické energie jsou jedna z véci, kde by clovék energii
hledal. Stejné tak i vétrné, vodni precerpavaci a spalovaci elektrarny, které vyrabi
energii elektrickou ze spousty ruznych zdroju. Spousta z vas je také uvedla.

Spalovani uhli a jinych predméti, kde se chemicka energie ve vazbach méni
na teplo, jste uvedli hned nékolikrat. Energii jste nasli schovanou i v rotujicich
predmeétech, jako jsou setrvacniky ¢i brusné kotouce. To, Ze téleso rotuje, uka-
zuje, Ze ma rotacni energii, a tu muze preménit na jinou. Pokud vas zajima vice
na toto téma, doporucujeme se podivat na setrvacniky na velkych zaocednskych
lodich a na jejich funkci. Co se tykd mechanické energie, kinetickou a potencialni
energii mnoho z vas neuvedlo, ale i to sem patti. Téleso ziska v gravitacnim poli
potencidlni energii a tu svym pfibliZzenim ke stfedu zemé (pddem) méni na energii
kinetickou a zrychluje.

Objevili jste, Ze i jina pole schovavaji energii, napriklad to elektromagnetické.
Pomoci ni jde napriklad rozpohybovat elektrony ve vodicich a zptisobit tak jev
elektromagnetické indukce.

Pokud jste narazili na néjaky zajimavy koncept pfemény energie nebo ucho-
vavani energie a mate chut o ném napsat vic nez par bodu, sepiste ndm o ném
clanek. My si jej precteme a obodujeme, a pokud bude zajimavy a pékné sepsany,
muzeme jej i otisknout.
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Uloha 2

Zadani:

Zamyslete se nad tim, jak je mozné, Ze mechanickd prdace je skaldrni velicina, kdyz
se pocitd jako soucin velicin sila a drdha, kde sila i drdha jsou veliciny vektorové.
Své zduvodnéni sepiste.

Reseni:

Mechanicka prace W se pocitd jako skalarni soucin dvou vektorovych Veliéirﬂ -
sily Fa drahy §. Vysledkem vypoctu W = F . § tak je (jak uz ndzev soudinu
napovidd) skaldrni veli¢ina. Pokud bychom chtéli praci poéitat obecnéji, pouzili
bychom vztah W = f F-d3. 1 v tomto integralu ale pocitdme skaldrni soucin,
takze zduvodnéni zustava stédle stejné.

Mgr.MM Matis Pill ve svém Feseni uvadi hezkou formulaci, kterou si tu dovo-
lime parafrizovat: ,prace ukazuje, kolik energie se presouva, ne to, jakym smé-
rem“. Ve slové ,kolik“ se skryva také to, zda je prace prijatd nebo odevzdana,
coz muze trochu zavanét smérovosti. Opét si ale vzpomenme na to, ze vase vypisy
z Uctu a transakce na nich také nejsou vektorové veli¢iny. Je jedno, zda zaplatite
najem nebo jidlo v restauraci (tedy cil penéz, jejich ,smérovost*), penize odejdou.
Stejné tak je jedno, zda prijaté penize jsou vyplata z prace nebo kapesné, které
dostanete od rodi¢l, penize ptisly (préce byla dodand do systému zvenku).

Problém 3

ZadAani:

Miize existovat prace zdpornd? Zduvodneéte.

Reseni:

Zaporna prace existovat mize. Podobné jako u tepla zalezi znaménko na tom, zda
je do systému dodavano, nebo z néj odchazi, u prace zalezi na tom, zda ji systém
prijima (kladnd prace), nebo ji kond (zdpornd préice).

Predstavme si naptiklad nadobu s plynem, kterd je uzaviena pohyblivym pis-
tem. Préci budeme uréovat vzhledem k (pod)systému plyn. Pokud na pist bude
pusobeno silou, pist bude stlacovat plyn uvniti nddoby a tim konat praci. V tomto
pripadé bude prace kladna — kona ji pist, podsystém plyn ji tedy ptijima. Pokud se
naopak bude plyn rozpinat, bude tim odtlacovat pist a tim konat praci. V tomto
pripadé bude prace naopak zaporna — kond ji plyn, tj. nds podsystém. Stejné tak
se muzeme divat na rozpinajici se bublinu v krvi v posledni tloze.

Vse zélezi na tom, z pohledu kterého systému déj sledujeme. V termodynamice
byvé zvykem sledovat dé&je (nejen idedlniho) plynu z pohledu plynu. Za kladnou
pak tedy povazujeme tu praci, kterou plyn prijimé, a za zapornou naopak tu praci,
kterou plyn koné sam.

Prace miize byt i zaporna v pripadé trecich a odporovych sil, protoze ptisobi
proti sméru pohybu.

2http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/vektory.pdf na strané 9
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Spousta z vas si spletla praci ve smyslu fyzické namahy s praci ve smyslu
fyzikalni veliciny. Je dobré se zamyslet nad tim, ¢im se tyto dva pojmy lisi. Pak
se vam totiz logicky nabizelo odtivodnéni, ze fyzicka prace nemiize byt zaporna,
fyzikalni vSak muze.

Uloha 4

Zadani:

Potdpéci trpi tzv. kesonovou mnemoci. Tkdné a télni tekutiny potdpéce (zejména
tuk a krev) maji schopnost rozpustit v sobé plyny. Pokud dojde k poklesu tlaku
kolem téla potdpéce, plyn md tendenci z tkdni unikat do kapildr a vytvaret tam
bublinky, ¢imz muze dochdzet i k embolii. Embolie je efektivné ucpdni cévy, coZ
zamezi prokrveni néjaké cdsti téla. Pro nds je zajimavé, Ze i vzduchovd bublina
umi cévu ucpat.

1. Jedno z potencidlnich nebezpeci vzniku embolie mize byt zvétsovdni téchto
bublin. Kolikrdt se zvétsi polomér bubliny dusiku v krvi potdapece, kdyz potdpéec
rychle vystoupd z hloubky 22 m na hladinu vody? Tlak u hladiny povaZujte
za atmosféricky a teplota vody je vsude v nasem potrebném rozmezi stejnd,
odpovidd telu potapéce — 36 stupni Celsia. Zamyslete se, zda v této modelové
situact prispivd komprese/expanze plynu néjak vgrazné k embolii.

2. UvaZujte stejnou situaci jako v pripadé 1 s jedingm rozdilem: periferie téla
potdpéce v hloubce 22 m maji teplotu 35 stupnii a na hladiné se jiz ohreji na
87 stupnai. Porovnejte vysledky bodu 1 a 2.

3. Jak velkou praci musi vyse zminénd bublina vykonat, pokud je jeji primeér
u hladiny vody roven prisvitu (vnitrnimu primeéru) kapildrni cévy — 7 pum?
Vzduch v krvi lze povaZovat za idedlnd plyn (V,, = 22,4 l/mol) a teplotu
vody povazujte za konstanini jako v pripade 1. Zamyslete se nad tim, zda by
mohl byt tento déj v realité izotermni a pro¢ ano/ne. Okomentujte také, co
znamend, Ze vam prace vysla kladnd/zdpornd.

Reseni:

Nejprve vytesme bod 1. Oznacme si b = 22m hloubku, ze které se potapéc vy-
noruje. Stavové veliciny, které budeme pii vypoctu potfebovat, budeme v této
hloubce oznacovat indexem 1 a u hladiny indexem 2.

Béhem vynotrovani potdpéce povazujeme teplotu za konstantni, takze ze sta-
vové rovnice idedlniho plynu pV = nRT bude soucin tlaku a objemu taktéz kon-
stantni (na pravé strané rovnice mame soucin ti{ konstant — univerzaln{ plynova
konstanta R = 8,31J - mol™! - K~! je konstanta z definice, teplota T se neméni
a latkové mnozstvi n zustava taktéz stejné). Tedy pi1 Vi = paVa.

Tlak u hladiny povazujeme za atmosféricky, takze po = p, = 101,325 kPa.
V hloubce & se tlak oproti hladiné zvétsi o hydrostaticky tlak pgh, takze p1 = p,+
pgh. Mnozi z vas pri feSeni zapomnéli, ze atmosféricky tlak se pod vodou nikam
neztraci. Pokud bychom brali v ivahu jen hydrostaticky tlak, v malych hloubkach
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by na télesa pusobil tlak mensi nez atmosféricky. Pocitejme s hustotou vody p =
997 kg/m? a tthovym zrychlenim g = 9,81 m/s?. Protoze chceme védét, jak se
zménil polomér vzduchové bubliny, vyjadiime si jeji objem pomoci poloméru,
tedy Vi = %m"if alh= %m"g’.

Po dosazeni téchto velicin do rovnice p; V) = po Vo dostaneme

4 4
(Pa + pgh) - §7T7‘z1)) = Pa - gm"g’
o h
r;’ _D +pg ~T?
Pa
o h
vy — o/PatPIR
Pa
T2 = 1,462’)’1.

Polomér bubliny dusiku se tedy u hladiny zvétsi asi 1,462krat. To u bubliny
dustku o priméru srovnatelném s prisvitem kapilary znamena expanzi z priméru
cca 7pm na cca 10,23 pm, coz uz mize k embolii prispét pomérné vyrazné.

Spousta z vas si v FeSeni neuvédomila, ze pokud spoctou pomér hodnot objemi
V1/Va = p2/p1, tak to neni stejné ¢islo jako pomér polomért bubliny v nasich dvou
situacich. Plati, ze V1 /Va = (r1/r2) = pa/p1, takie ry/ry = (pg/pl)%.

Nyni fesme bod 2. Pouzivejme stejné oznaceni jako v bodu 1.

Tlaky i objemy bubliny v hloubce h a u hladiny se oproti bodu 1 nezméni.
Teplota v tomto pripadé jiz neni konstantni, ale t; = 35°C a to = 37 °C. Stavova
rovnice idedlniho plynu, ze které zde opét budeme vychézet, ale pracuje s ter-
modynamickou teplotou a nikoli s teplotou ve °C, takze tyto hodnoty musime
prevést na T7 = 308,15 K a Ty, = 310,15 K.

Protoze teplota jiz neni konstantni, dostaneme ze stavové rovnice tentokrat

piVi _ p2Va
T1 :

T>
Po dosazeni za jednotlivé veli¢iny dostaneme

(pa + pgh) : %71’7“? _ Pa- %WT%

T Ty
o h)T:

= (Pa + pgh)Ts 3

paTl
5/ (pa + pgh) T
rg = || ——F7—— T
paTl
ro = 1,4657.

Polomér bubliny dusiku se tedy u hladiny zvétsi asi 1,465krat. To je vysledek
mirné odlisny od bodu 1, ale 1isi se az na ¢tvrté platné cifre, takze u podobnych vy-
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pocti muzeme vétsinou déje povazovat za izotermické, protoze vliv zmény teploty
je zanedbatelny.

Nyni se podivame na bod 3. Budeme pouzivat stejnd oznaceni jako v bodé 1.
Teplota je opét konstantni, oznac¢me ji T'. Ze zadani vypocitdme ro = 3,5 pm jako
polovinu prusvitu kapilarni cévy.

Praci vypocitdme ze vztahu W = — ‘Zz pdV. Ze stavové rovnice idedlniho
plynu si vyjadiime tlak jako p = @.

Po dosazeni do integralu dostaneme

Vs
W = —/ nRT dV = —nRT[InV]\? = —nRT(In Vo — InV;) = nRT In E
w vV ! Va

Objemy V7 a V5 vyjadiime stejné jako v predchozich bodech, takze

4
‘7 7.[.7,.3 T3
‘} 4 ,,,3 .
2 3 % 2

Latkové mnozstvi mizeme vypocitat ze stavové rovnice pro stav u hladiny
jako

4 3
_— p2Vo D 3T

RT RT
Dtvod, pro¢ nemiizeme pouzit na vypocet latkového mnozstvi n molarni objem
plynu V,, = 22/41/mol, je fakt, Ze se nachdzime za podminek, za kterych tato
konstanta V,,, = 22,41/mol byla urcena (0°C a 101324 Pa).
Z bodu 1 vime, ze ro = 1,462r1, takze po dosazeni plati:

43 3
Da - 37T Ty
W=—+—=RTlh—
RT hr3
4 r3
W =p,-—mrs - In ———
Pa 32 0 462, )

4
W = p, - gm“g’ -In1,46273
W =-2073-10"J.

Prace nam vysla zapornd, takze ji konala bublina. Pokud bychom prohodili
pocatecni a konecny stav, dostali bychom stejny vysledek, jen s opacnym znamén-
kem (ve vypoctu by se pouze prohodily meze integralu a poé¢itali bychom opaény
proces, tedy zmensovani bubliny).

Pdja, Helca a Pavel; termodynamika@ledoian.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu

Dil 2: Seznamy

Minule jsme si ukéazali zdklady jazyka Lean a na okraj jsme zminili, ze existuji
jakési seznamy. Nyni si ukdzeme seznamy v plné krase! Tim zavrsime nas rych-
lokurz funkcionalnfho programovani, abychom se od pristé vénovali dokazovani
tvrzeni v Leanu.

Vytvoreni seznamu

Seznamy umoziuji uklddat libovolné (koneéné) mnozstvi udaji stejného typu.
Pokud je T typ, pak List T je seznam, jehoz prvky jsou typu T. Nasledujicich
pét fadka jsou deklarace seznamu prirozenych ¢isel, které vSechny vytvari stejny
seznam o tfech prvcich:

def seznami123_a : List Nat := [1, 2, 3]
def seznaml123_b : List Nat := 1 [2, 3]
def seznam123_c : List Nat := 1 :: (2 :: [3])
1
1

def seznaml123_d : List Nat : : 2 :: [3]
def seznaml123_e : List Nat : 0203 0 [

Formalni definice seznamu je rekurzivni. Kazdy seznam typu List T je roven
pravé jedné ze dvou moznosti:

e prazdny seznam; ten znac¢ime []

e néjaky prvek typu T nédsledovan néjakym seznamem typu List T reprezen-
tujicim zbytek seznamu; operdtor :: znaci tuto konstrukei (neplést s dvoj-
teckou : znacici typ termu); pokud mame termy (x : T) a (xs : List T)
pak je (x :: xs) sprédvné napsany term a List T je jeho typ

Na prikladu vyse vidime, Ze seznam123_e je deklarovan presné z definice, za-
timco predchozi ¢tyti jsou zjednodusené zapisy téze véci. Ukazme si néjaké dalsi
seznamy:

def seznam12345_a : List Nat :=1 :: 2 :: 3 :: 4 :: 5 :: []
def seznam12345 b : List Nat := [1, 2, 3, 4, 5]

def seznaml12345 c : List Nat := 1 :: [2, 3, 4] ++ [5]

def seznam12345 d : List Nat := [1, 2] ++ 3 :: [4, 5]

def seznam12345_e : List Nat := seznam123_a ++ [4, 5]

Opét je to pét zapisu stejného seznamu. Tentokrat seznam obsahuje pét pri-
rozenych cisel. Zde je seznam12345_a deklarovan pfesné z definice. Nasleduje
seznam12345_b zapsany lidsky-nejcitelnéjsim zpusobem. Zbylé tii radky ukazuji
pouziti operatoru ++ pro spojeni dvou seznamu. Na rozdil od operdtoru :: vy-
sveétleného vyse, ktery bere prvek a seznam, operator ++ bere seznam a seznam.
Oba seznamy museji byt stejného typu, jinak dostaneme syntaktickou chybu.

Seznam je také moZné generovat pomoci rekurzivni funkce (vSimnéte si, Ze
hodnota argumentu uréuje, kolik rekurzivnich volani nastane):
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def prvnich_n_lichych_sestupne : Nat -+ List Nat
[0 =11
| n+1 => (2 * n + 1) :: (prvnich_n_lichych_sestupne n)

Zavolanim prvnich_n_lichych_sestupne 0 dostaneme prazdny seznam. Vsechny
ostatni hodnoty argumentu matchuji | n+1 a vedou na rekurzivni volani. Zavola-
nim prvnich_n_lichych_sestupne 1 dojde k dopocteni n = 0, takze na pravé
strané od => dostaneme term (2 * 0 + 1) :: [] a vysledek je [1]. Podobné
vysledek prvnich_n_lichych_sestupne 2 je [3, 1]. Asi si ted uz zvladnete do-
myslet, ze prvnich_n_lichych_sestupne 3 vede kn = 2, takze na pravé strané
od => se skvi term (2 * 2 + 1) :: prvnich_n_lichych_sestupne 2 jehoz vy-
hodnocenim dostaneme 5 :: [3, 1] davajici vysledek [5, 3, 1] neboli prvni
tTi lichd prirozend cisla sefazend sestupné.

Uloha 2.1 [1b]: Napiste funkci generujici seznam (zadané délky) cisel, které jsou
celociselnymi ndsobky sedmi. Hlavicka vasi funkce zni:

def nasobky_sedmi : Nat -+ List Nat

Doporucujeme to délat v sestupném poradi a koncit seznam nulou, nebot je to tak
nejsnazsi naprogramovat. Napriklad voldni nasobky_sedmi 4 wvygeneruje seznam
[21, 14, 7, 0].

Zpracovani seznamu

Ukazme si ted, jak se dd se seznamy pocitat. Nasledujici funkce s¢itd seznam
prirozenych ¢isel:

def soucet : List Nat - Nat
[ [1] => 0
| hlava :: telo => hlava + soucet telo

Funkce soucet je naprogramovana rekurzivné. Pokud je na vstupu prazdny se-
znam, vraci nulu. Pokud je na vstupu neprazdny seznam, vraci soucet pocatecni
hodnoty hlava s vysledkem rekurzivniho voldni na term telo obsahujici zbytek
seznamu. Napfiiklad soucet [5, 0, 2, 1] je vyhodnocen takto:

soucet [5, 0, 2, 1]

+ soucet [0, 2, 1]

(0 + soucet [2, 1]1)

(0 + (2 + soucet [1]))

(0 + (2 + (1 + soucet [1)))
O+ @+ a+0))
(0 + (2 + 1))
(0 + 3)

3

0 Ul olooo o oo
+ 4+ 4+ 4+ + o+
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Podobnym zptisobem naprogramujeme urceni délky seznamu:

def delka {T : Type} : List T - Nat
I [1] => 0
| _ :: telo => 1 + delka telo

Pozorny ¢tenar si vSimnul dvou novych véci. Nespecifikovali jsme typ seznamu,
nybrz jsme tekli, ze bereme List T pro T libovolny typ. Jedna se o takzvany ge-
nericky parametr — pri vyhodnocovani se za néj muze dosadit, co zrovna bude
potieba. Druhd novinka je symbol _ na pozici hlavy seznamu. To fika, ze ignoru-
jeme jeji hodnotu. Vskutku, na pravé strané od => nijak nefiguruje hodnota hlavy
seznamu. Rekneme pouze, Ze délka seznamu (_ :: telo) je o jedna vétsi nez
délka seznamu telo a ta se urci rekurzivnim volanim.

Nyni naprogramujeme urceni, zda je seznam konstantni. Pokud jsou si vSechny
prvky seznamu rovny, oznamime true. V opac¢ném pripadé oznamime false.
Snadno nahlédneme, ze sta¢i posuzovat vSechny dvojice sousednich prvkia. Opét
to budeme délat genericky pro {T : Typel}. Tentokrat vSak nestaci napsat jen ten
typovy parametr. Musime jesté pridat tzv. typeclass instanci [DecidableEq T]
vyjadiujici, ze T je typ, pro ktery je rozhodnutelné, zda se dvé hodnoty typu T rov-
naji. Protoze musime pokryt i odpovéd true pro prazdny seznam, nestac¢i ndm roz-
liSovat dvé moznosti vstupu, jak jsme to délali doted. Kéd funkce je_konstantni
rozlisuje tfi moznosti:

def je_konstantni {T : Type} [DecidableEq T] : List T - Bool
[ [] => true
| [ _ 1] => true
| prvni :: druhy :: zbytek => (prvni = druhy) &&
je_konstantni (druhy :: zbytek)

Vidime tady binarni operator && vyjadiujici spojku ,a zaroven“ nad typem Bool.
Hodnota false miuze vzniknout jediné v misté (prvni = druhy). Stane-li se
tak, hodnota false se pres operatory && dostane az do vysledku volani funkce
je_konstantni na zadany seznam.

Ted si ukdazeme funkci, kterd pracuje se dvéma seznamy na vstupu. Budeme
pocitat standardni skalarni soucin:

def skalarni_soucin : List Float =+ List Float -+ Float

I [1] , => 0.0
| _ , [ => 0.0
| a :: as, b :: bs => a*b + skalarni_soucin as bs

Vsimnéte si, Ze pattern matching musel pokryt vSechny ¢tyii moznosti argumenti
(ne nutné disjunktné): prazdny-prazdny, prazdny-neprazdny, neprazdny-prazdny,
neprazdny-neprazdny. Spravny styl programovani v Leanu by byl vynutit datovym
typem, aby oba seznamy mély stejnou délku. Pak by pattern matching zahrnoval
pouze tyto dva pripady:



Téma 2 — Programovani a dokazovani v Leanu 15

I [1] , L] => 0.0

| a :: as, b :: bs => axb + skalarni_soucin as bs

Zapis takové deklarace je vSak mimo ramec tohoto textu.

Uloha 2.2 [1b]: Objasnéte, proc je ndsledujici implementace uréend, zda je seznam M
konstantni, chybnd:

def je_konst {T : Type} [DecidableEq T] : List T - Bool

| [1] => true

[0 _1 => true

| prvni :: druhy :: zbytek => (prvni = druhy) && je_konst zbytek

Uloha 2.3 [1b]: Naprogramugjte soucin seznamu celijch cisel. Napriklad zavoldni ‘
soucin [2, 3] md ddt 6 jako vysledek. Hlavicka vasi funkce zni:

def soucin : List Int -+ Int

PYetvoreni seznamu

Nyni naprogramujeme funkci, kterd bude mit seznam na vstupu i na vystupu.
Budeme obracet poradi prvka v seznamu:

def obrat {T : Type} : List T = List T
| [1] => []

| hlava :: telo => obrat telo ++ [hlaval

Tato funkce funguje spravné, ale jeji vyhodnoceni je pomalé, kdyz ji zaddme
dlouhy seznam. Nasledujici funkce obraci seznam rychle:

def obrat_rychl {T : Type} (pripoj : List T) : List T = List T
[ [] => pripoj
| hlava :: telo => obrat_rychl (hlava :: pripoj) telo

Néco tady ale nehraje! Funkce pro obraceni seznamu by méla mit jeden argu-
ment. Jenze tahle funkce m4 dva argumenty (jeden pojmenovany pripoj a druhy
nepojmenovany ). Resenim je pridat k ni jesté obalovou funkci:

def obrat_rychle {T : Type} (seznam : List T) : List T :=
obrat_rychl [] seznam

Funkce obrat_rychle déla stejnou véc jako funkce obrat akorat rychleji. Kdyby
vadm vadilo, Ze jeji hlavicka vypada odlisné (kvuli pojmenovanému argumentu),
miizeme stejnou funkci napsat také takto:

def obrat_rychla {T : Type} : List T = List T
| seznam => obrat_rychl [] seznam
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Ti z vas, kdo slyseli o casové Sloiitostﬂ jisté zvladnou nahlédnout, Ze funkce obrat
ma kvadratickou ¢asovou slozitost, zatimco funkce obrat_rychle a obrat_rychla
maji linedrni ¢asovou slozitost.

Uloha 2.4 [2b]: Naprogramugte mazdni opakovangch proki. Kdykoliv bude seznam
na vstupu obsahovat stejny prvek vicekrdt po sobé, na vystupu se dany prvek objevi
pouze jednou. Ostatni proky seznamu musi byt zkopiroviny beze zmény a jejich
poradi musi byt zachovdno. Hlavicka vast funkce zni:

def vynech_opakovani {T : Type} [DecidableEq T] : List T - List T

Napriklad vynech_opakovani [1, 3, 3, 7] wvrdti [1, 3, 7]. Nicméné treba
vynech_opakovani [’a’, ’b’, ’b’, ’b’, ’b’, ’a’, ’b’, ’c’, ’c’, ’a’]
di [’a’, ’b’, ’a’, ’b’, ’c’, ’a’] bez vynechdvdini osamoceného b’ mezi
’a’ a ’c’ v pravé poloviné vstupu.

Uloha 2.5 [2b]: Naprogramujte funkci generujici tzv. prefizové soucty. Na pozici
kazdého prvku bude soucet cisel od zacdtku seznamu aZ po néj. Seznam
[a1, a2, a3, ...] bude transformovdn na seznam [ay, a1+asg, a;+as+as, ...]. Hla-
vicka vasi funkce zni:

def prefixove_soucty : List Int - List Int

Uloha 2.6 [2b]: Naprogramugte funkci generujict tzv. postfizové soucty. Na pozici
kazZdého prvku bude soucet cisel od néj aZ po konec seznamu. Seznam
[...,Gn—2,0n_1,0ay] bude transformovdn na [...,an—o+an_1+an, An_1+an, ay).
Hlavicka vasi funkce zni:

def postfixove_soucty : List Int - List Int

Napriklad pro seznam [1, 2, 5, 0] wyjdou prefizové soucty [1, 3, 8, 8] a
postfizové soucty jsou [8, 7, 5, 0]. Snazte se, aby funkce prefixove_soucty
a postfixove_soucty béZely rychle ¢ pro dlouhé seznamy; konkrétné zde ocekd-
vdme linedrni casovou sloZitost (cehoZ nebude tézké dosdhnout).

Hratky se seznamy

Tady uz nebudou zadné ulohy, takze tuhle podkapitolu ¢téte jen pro zabavu.
Mozné jste si nékdy vsimli, ze se rozdily mocnin po sobé jdoucich ¢isel chovaji
velice hezky (viz Obrazek [2)).

3viz https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/
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0 0 0
1 1 1
1 2 1 6 1 14
3 7 6 15 36
4 2 8 12 16 50 24
5 19 6 65 60
9 2 27 18 81 110 24
7 37 6 175 84
16 2 64 24 256 194 24
9 61 6 369 108
25 2 125 30 625 302 24
11 91 6 671 132
36 2 216 36 1296 434 24
13 127 6 1105 156
49 2 343 42 2401 590 24
15 169 6 1695 180
64 2 512 48 4096 770 24
17 217 6 2465 204
81 2 729 54 6561 974 24
19 271 6 3439 228
100 2 1000 60 10000 1202 24
21 331 6 4641 252
121 2 1331 66 14641 1454 24
23 397 6 6095 276
144 2 1728 72 20736 1730 24
25 469 6 7825 300
169 2 2197 78 28561 2030 24
27 547 6 9855 324
196 2 2744 84 38416 2354 24
29 631 6 12209 348
225 2 3375 90 50625 2702 24
31 721 6 14911 372
256 2 4096 96 65536 3074 24
33 817 6 17985 396
289 2 4913 102 83521 3470 24
35 919 6 21455 420
324 2 5832 108 104976 3890 24
37 1027 6 25345 444
361 2 6859 114 130321 4334 24
39 1141 6 29679 468
400 2 8000 120 160000 4802 24
41 1261 6 34481 492
441 2 9261 126 194481 5294 24
43 1387 6 39775 516
484 2 10648 132 234256 5810 24
45 1519 6 45585 540
529 2 12167 138 279841 6350 24
47 1657 6 51935 564
576 2 13824 144 331776 6914 24
49 1801 6 58849 588
625 2 15625 150 390625 7502 24
51 1951 6 66351 612
676 2 17576 156 456976 8114 24
53 2107 6 74465 636
729 2 19683 162 531441 8750 24
55 2269 6 83215 660
784 2 21952 168 614656 9410 24
57 2437 6 92625 684
841 2 24389 174 707281 10094 24
59 2611 6 102719 708
900 2 27000 180 810000 10802 24
61 2791 6 113521 732
961 2 29791 186 923521 11534
63 2977 125055
1024 32768 1048576
Obrazek 2: Rozdily mocnin, rozdily rozdila mocnin, ...
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Co se tady déje? Vzali jsme po sobé jdouci prirozend ¢isla. Umocnili jsme je
na k-tou. Vzali jsme tuto posloupnost a spocitali jsme rozdily sousednich prvki;
tim vznikla novd posloupnost. Tento krok (minulé souvéti) jsme k-krat zopako-
vali. Vznikla ndm konstantni posloupnost. Konkrétné k! je tim prvkem na vsech
pozicich. Pojdme si tyto posloupnosti vyrobit!

Nejprve vygenerujeme prvni posloupnost [0%, ..., (n—1)¥] pro obecné k a n.
V tuto chvili asi nikoho neprekvapi, jak vypada kdod:

def kte_mocniny_sestupne (k : Nat) : Nat - List Nat
o =1
| n+1 => (n”k) :: (kte_mocniny_sestupne k n)

def kte_mocniny (k : Nat) (n : Nat) :=
obrat_rychle (kte_mocniny_sestupne k n)

Ted napiSeme funkci, kterd pocitd rozdily sousednich prvki (vznikne nova po-
sloupnost, kterd je o jedna kratsi nez ta na vstupu):

def rozdily_sousedu : List Nat - List Nat

[ [] => []
0L _1 => []
| a::b:: s => (b-a) :: rozdily_sousedu (b :: s)

V tuto chvili jsme schopni napsat fadky jako:
#eval rozdily_sousedu (rozdily_sousedu (kte_mocniny 2 11))

Timto zpisobem (pomoci zanofovani funkei (tj. psani volani funkei (které se vy-
hodnocuji difve) do zdvorek v zévorce)) by se ndm $patné pracovalo pro vyssi k.
Proto si napiSeme tzv. funkci vyssiho rfadu, jez bude opakované aplikovat zadanou
funkei (pTfesnéji Feceno operaci, protoze jeji vstup a vystup museji byt stejného
typu) na zadany vstup. Pocet opakovani prichdzi jako posledni argument; na ném
déldme pattern matching:

def aplikuj_tolikrat {T : Type} (oper : T = T) (vstup : T) : Nat = T
| 0 => vstup
| n+1 => aplikuj_tolikrat oper (oper vstup) n

Vyse uvedeny radek tak nyni zapiseme jako:

#eval aplikuj_tolikrat rozdily_sousedu (kte_mocniny 2 11) 2
To sice neni vyhodné, ale vyhodu doopravdy pocitime na radcich jako:
#eval aplikuj_tolikrat rozdily_sousedu (kte_mocniny 9 11) 9

Schvélné si pohrajte s kédy, které jsme pro vas dali do repozitéfeE]

“https://github.com/madvorak/lean-mam
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Vzorova fedeni 1. dilu

Zadéni:

Naprogramugte vypocet povrchu kvadru.

Reseni:

def povrch_kvadru (a b ¢ : Nat) : Nat := 2 x (a * b+ b *x c + c * a)
Zadani:

Naprogramugjte vypocet obsahu trojuhelniku podle Heronova vzorce.
Reseni:
Mnoho z vas si naslo klicové slovo let a naprogramovalo to takto:

def obsah_trojuhelniku (a b c¢ : Float) : Float :=
let s :=(a+b+c)/2;
Float.sqrt (s * (s - a) * (s - b) *x (s - c))

Bez pouziti 1et slo tlohu vyftesit tfeba takto:

def obsah_trojuhelniku’ (a b ¢ : Float) : Float :=
(a@+b+c)*x (b+tc-a)*(c+ta-Db)*(a+b-=c)).sqrt / 4
Zadani:

Objasnéte, proc¢ #eval parita (2 - 3) oznamuje sude.

Reseni:

Nejsnazsi bylo smazat slovo parita a podivat se, ze fadek #eval (2 - 3) dava
vysledek 0. Vypocet ,-“ totiz probiha nad prirozenymi ¢isly, takze m - n dava
nulu pro vSechna m < n typu Nat.

Zadani:

Naprogramugjte funkci, kterd urci, zda je zadané cislo cturtou mocninou néjakého
prirozeného cisla.

Reseni:

def je_ctvrta_mocnina (a : Nat) : Bool :=

(Nat.sqrt (Nat.sqrt a)) ~ 4 = a

Zadani:
Naprogramugjte reseni kvadratické rovnice.
Reseni:
def reseni_kvadraticke rovnice (a b ¢ : Float) : List Float :=
let D :=b *b -4 x a x c ;
if D > 0.0
then let d := Float.sqrt D ;
[(-b-d) / (@2=x*xa), (-b+d / (2% a)l
else if D == 0.0
then [(- b) / (2 * a)]
else []
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Zadani:
Naprogramugjte funkci pro vgpocet ciferace.

Reseni:

partial def ciferace (a : Nat) : Nat :=
if a < 10

then a

else ciferace (ciferny_soucet a)

Zadani:
Necht je dana funkce g, kterd trojici prirozeniych cisel prirazuje prirozené cislo.
Naprogramugte hleddni:

max max max ¢(i,J, k)
<n j<n k<n

Reseni:

private def maximum_pres_treti (g : Nat - Nat - Nat - Nat)
(k m : Nat) : Nat - Nat

0 =>0

| n+1 => max (g k m n) (maximum_pres_treti g k m n)

private def maximum_pres_druhy (g : Nat - Nat - Nat - Nat)
(k n : Nat) : Nat =+ Nat
| 0 => 0
| m+1 => max (maximum_pres_treti g k m n) (maximum_pres_druhy g k n m)

private def maximum_pres_prvni (g : Nat - Nat - Nat - Nat)
(m n : Nat) : Nat - Nat
| 0 => 0
| k+1 => max (maximum_pres_druhy g k n m) (maximum_pres_prvni g m n k)

def maximum_z_krychle (g : Nat -+ Nat -+ Nat - Nat) (n : Nat) : Nat :=
maximum_pres_prvni g n n n
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Zadani:
Naprogramugjte funkci, kterd urci, zda zadané prirozené cislo je prvocislo.

ZadAani:

Naprogramugte funkci, kterd urci, zda zadané prirozené cislo je dokonalé cislo.
Reseni:

V fteseni poslednich dvou uloh je pouzito par trikid, na jejichz vyznam urcité
zvidavy ¢tenar prijde sam.

private def soucet_delitelu_pod (a : Nat) : Nat -+ Nat
| 0 =>0
| d+1 => (if a i d = 0 then d + a / d else 0)

+ (soucet_delitelu_pod a d)

private def soucet_delitelu (a : Nat) : Nat :=
soucet_delitelu_pod a (1 + Nat.sqrt a)
- a - (if je_ctverec a then Nat.sqrt a else 0)

def je_prvocislo (a : Nat) : Bool :=
soucet_delitelu a = 1

def je_dokonale_cislo (a : Nat) : Bool :=
a > 0 && soucet_delitelu a = a

Martin Dvordk; martin.dvorak@matfyz.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka v souboru s priponou .lean nebo .txt
(prosty text)
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Téma 3 — Hex

V tomto tématku se snazime analyzovat hru Hex a jeji varianty. Od prvniho dilu
nam prislo mnoho modifikaci pravidel, které naleznete na konci dilu. V tomto
dilu si také ukazeme konkrétni strategie pro kosoctverce 1 x 1 az 5 x 5, které nam
prisly, a dukaz, ze pro kosodélnik n x 2n (dervend x modré strana) uz vyhraje
modry.

Stale provadime jen svoji analyzu hry, proto nepouzivejte k reseni dloh inter-
net!

Dil 2: Prvni vlastovky
Zakladni hraci plocha aneb Uloha 1

ZadAani:
Dokazte, Ze v zdkladni hie (na kosoctvercové 11 x 11 hernd plose), at budou hrdt
hraci jakkoliv, musi jeden z hrdciu vyhrdt.

Ukazte navic, Ze vitéznou strategii md cerveny (zacinajict) hrdc. (Nend treba
najit konkrétni vitéznou strategii, jen dokdzat, Ze ji cerveny md. Ndpovéda: Miuze
se hodit prund ¢dst dlohy.)

Piny pocet bodu dostanete pouze za dikaz, ktery opravdu mic neopomiji. Za
zobecnéni na dalsi herni plochy muzete ziskat bonusové body navic.

Prvni ¢ast se ukazala tézsi, nez se nam pti zadavani zdala. Nebot sice je pravda,
ze aby jeden hra¢ nevyhrédl, musi mu druhy prehradit cestu a tim vyhraje. Ale
nikdo v feSeni moc neukdazal, pro¢ tomu tak je. A pokud se vam to zda ziejmé,
tak si predstavte, ze bychom nehréli na Sestitthelnikové mrizce, ale na ¢tvercové,
pak to neplati, jak mtzeme pozorovat na Obrazku [3]

Obrazek 3: Remiza na ¢tvercové plose.

Reseni:
Predpokladejme, ze jeden z hrac¢t nevyhral, bez ijmy na obecnosti Cerveny, pres-
toze uz jsou zaplnéna vSechna policka. Nyni si vezméme vSechny Cervené Sesti-
thelniky spojené s dolni, ¢ervenou, stranou (tomuto se v odborné matematice
iik4 komponenta souvislosti). Hezky pohled na toto ndm ptisel od Be.MM Moniky
Drexlerové: predstavme si cervené Sestitihelniky jako zemi a modré jako vodu.
Tedy nase ,,vSechny cervené Sestiithelniky spojené s dolni stranou® jsou vlastné
takovy poloostrov.

No a kdyZ spustime lodku na jednom konci poloostrova (napt. pravy doln{
roh) a poplujeme podél pobrezi, jisté doplujeme k druhému konci poloostrova
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(levy dolni roh). Tedy existuje cesta z modrych poli¢ek mezi modrymi stranami
hraci plochy, jelikoz na Sestitthelnikové plose spolu modra policka na hranici tohoto
poloostrova sousedi na rozdil od ¢tvercové plochy. (Pozndmka: Mize se stat, ze
se poloostrov, a tedy i pobfezi, dotykd modrych stran kosoc¢tverce. V takovém
pripadé se ale nékde dotkne naposledy, respektive poprvé, a muizeme vzit cestu
mezi témito dvéma policky.) Tedy vyhral modry. EEl

Druhy pohled (pfevzaty z ¢ldnku, ktery uvedeme v Sestém Cisle, a jesté vice
formalni) jak se na dukaz divat, je, Ze po zaplnéni vSech Sestithelnikti za¢neme
pomyslnou cestu naptiklad v pravém dolnim rohu a piijdeme po stranach policek
tak, abychom vzdy méli modrou barvu (pripadné stranu kosoétverce) po pravé
strané a cervenou po levé. Takto mame po pravé strané cestu z modrych poli¢ek
zac¢inajici v pravé strané kosoctverce a po levé strané cestu z Cervenych zac¢inajici
v dolni strané.

Kdyz dojdeme nejdale, kam muzeme dojit za dodrzeni tohoto pravidla, musime
skoncit bud v levém dolnim rohu (pak vyhrdl modry) nebo v pravém hornim
rohu (vyhral éerveny). (V levém hornim rohu skonéit nemuzeme, protoze tam je
modré vlevo a ¢ervend vpravo. A v jinych vrcholech také ne, nebot ze sméru, ze
kterého jsme prisli, je jedno policko ¢ervené a druhé modré, tedy podle tretiho
policka v daném vrcholu se vydame bud doprava nebo doleva, ale vzdy dodrzime
pravidlo. Stejné tak se nemuzeme zacyklit, protoze bychom museli projit hranou
mezi dvéma cervenymi / dvéma modrymi policky.) Tedy jeden z hrécéu musel
vyhrat. (I

(a) Ndhodné vybarvend zi- (b) Komponenta souvislosti (¢) Cesta majici na jedné
kladni hraci plocha. Vsim- aneb ,poloostrov® strané cervené kameny a na
néte si, ze nezdlezi na tom, druhé modré

zda se hraci stiidali (Gerve-

nych je vice).

Uloha 2.1 [1b]: Ukazte, Ze v zdkladni hie (11 x 11) md vyhrdvagici strategii cer-
veny hrdé (zacinajict), neboli Ze kdyZ budou hrdt hrdci perfektné, vyhraje cerveny.
Bonusové body dostanete, pokud o svém spravném dukazu Teknete co nejobecnéji,
pro jaké hraci plochy plati.

5Symbol O se pouziva jako konec dikazu. Obcas se také setkite se zkratkou Q.E.D. neboli
quod erat demonstrandum — coz bylo (mélo byt) ukdzéno.
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Pripomindme, Ze vyhrdvajici strategie pro 11 x 11 neni zndma a hra byla ob-
libend mezi mnoha matematiky, takZe reseni popisujici konkrétni strategii bude
témer jisté Spatne.

Plochy s konkrétni vyhravajici strategii aneb Problém 2
Problém 2 z minulého ¢isla ztustava stejny i v tomto Cisle:

Problém 2.2: Naleznéte herni plochy, na ktergch umite ukdzat konkrétni vitéznou
strategii za jednoho z hrdci. (Samozrejmé mimo téch, které byly ukdzdny v tomto
cisle.)

Reseni:

Kosoctvercova plocha 1 x 1 je zfejmé, cervenému hraci staci zacit. I 2 x 2 je
jednoducha, staci polozit kdmen tak, abyste méli 2 moznosti jak v nasledujicim
tahu vyhrat.

Na 3 x 3 vam piedvedeme zajimavy ndmét (inspirovany fesenim Mgr.M On-
dfeje Popovského) na hraci plochy, na kterych hledat vitéznou strategii, a pak
uz uvedeme text Dr.MM Jany Uglickich, kterd hezky popsala strategii pro plochy
dxdadxd

Vétsina feseni prisla na ,dvojhop“, tedy zZe kdyz jsme obarvili dvé policka ob
jeden Tadek a jejich spoleénd dvé policka jsou prazdnd (viz Obrazek , tak tato
nase policka uz jisté spojime. Lze se na to divat i jinym zplisobem: misto nasich
poli¢ek muzeme dat nas kraj hraci plochy (jako na Obrézku a Tict, ze tohle je
hraci plocha, na které uz zndme vitéznou strategii.

Co vic, vezmeme hraci plochu 3 x 3, prvnim tahem obarvime prostiedni policko
a nédsledné do hraci plochy zakreslime dva (nepiekryvajici se) dvojhopy (viz Obréa-
zek, ¢imz jsme ukazali vitéznou strategii pro ¢erveného, protoze na dvojhopech
uz umime vyhrat.

(a) jako pozice ve hie (b) jako hraci plocha (c) pouzity k vyfeseni 3 x 3

Obrazek 5: Dvojhop

Takovymto ,,malym hracim plocham*“, které budeme pouzivat hlavné pro do-
kazovan{ na vétsich plochach, fikejme patterny (nebo po Cesku vzory). U Pro-
blému 3 si pak povSimnéme, ze otisténé feseni vlastné funguje tiplné stejné (jako
pattern pouzivd koso¢tverec n X m) kromé toho, Ze neukazuje pfimo vitéznou
strategii.
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Jednoduchy 1 bod ziskéte, kdyz naleznete (a dokézete) vétsi pattern, kterym
pak jednoduse popisete vitéznou strategii na 5 x 5 a spolu s dvojhopem i 4 x 4.
Relativné velky pocet bodd pak nabizime tomu, kdo najde ,systém*, kterym
vyrobit libovolné Velkyﬂ pattern (pro ktery zndme vitéznou strategii).

ReSeni od Dr.MM Jany Uglickich: (Pozn. redakce: dovolil jsem si obratit ¢is-
lovéni, aby odpovidalo tomu v Sachéch, tedy odzdola nahoru.)

A_B_C_D_E A B _C_D

A'B CDE A B CD

Obrazek 6: Oznaceni policek

Kosoé&tverec 5 x 5: Ze znaceni na obrazku [6] plyne, Ze stfedové pole je C3.
S polem C3, kam zacinajici hra¢ umisti svij prvni kdmen, pfimo sousedi dvé
dvojice poli, které ,sméruji“ k jedné z c¢ervenych stran, jmenovité B4 a C4, C2
a D2. Slovem ,sméruji“ je zde mysleno, Ze je od Cervené strany déli jen jedno
policko, které lze (snadno) obsadit, a tak se na danou ¢ervenou stranu napojit.
Jenze kazda dvojice ma dohromady jen tfi policka, pres kterd se mlze Cerveny
hrac¢ dostat ke své sténé. Pokud tak modry umisti sviij kdmen na B5 nebo D1,
nemusi Cerveny zvitézit, at’ uz polozi sviuj dalsi kdmen na kterékoli policko
z dvojic B4 a C4 (pro B5) nebo C2 a D2 (pro D1).

V takové situaci vsak ¢erveny muZe umistit sviij dalsi kdmen na pole D4 (pro
B5) nebo B2 (pro D1). Na takova pole se ze stfedového nutné dostane (modry
miize zablokovat jen jedno ze dvou poli, kterd ¢erveny musi obsadit, aby spojil
stfedové pole s D4/B2) a podobné se ¢erveny nutné dostane i k ¢ervené strané.

Situace bude jednodussi, pokud modry svym prvnim tahem obsadi pole
z dvojice B4-C4 a C2-D2, potom Cerveny jen obsadi druhé pole z dvojice, protoze
se k Cervené sténé muze dostat i z néj. Pokud ale modry prvnim tahem obsadi
nékteré z poli A5, C5, C1 nebo E1, nemé z pohledu ¢erveného cenu obsazovat pole,
které souvisi pfimo s tim nové zabranym. Cerveny musi zabrat to pole, které
sousedi se stfedem, nesousedi s novym modrym polickem a soucasné sméiuje
ke stejné cervené strané, u které se nachazi nyni modré policko. Potom Cerveny
vyhraje.

Tedy vyherni strategie pro c¢erveného je v prvnim tahu obsadit pole C3.
Ve druhém tahu, obsadi-li modry prvni pole z dvojice, musi ¢erveny obsadit to
druhé, pritom dvojice jsou nasledujici: B4-C4, C4-B4, B5-D4, A5-C4, C5-B4, C2-D2,
D2-C2, C1-D2, E1-C2, D1-B2. Pokud modry neobsadil zadné z policek, ktera jsou
ve dvojicich na prvnim misté, mize cerveny obsadit jakékoli pole z nasledujicich:

SReknéme libovolné velky ,viemi sméry“, tedy 1 x n se nepoéité, libovolné velky trojuhelnik
uz urcité.
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B5, D1. Ve tretim a pripadné i ¢tvrtém tahu musi ¢erveny spojovat svoje kameny
mezi sebou nebo se ¢ervenymi sténami, k ¢emuz podrobny nédvod uz snad neni
potteba.

Kosoctverec 4 x 4: Vyherni strategie pro kosoc¢tverec 4 x 4 je v podstaté
kombinaci strategii pro 2 x 2 a 5 x 5. Po umisténi svého prvniho kamene na
pole C2 ma cerveny dvé moznosti, jak se dostat do prvni fady, a tedy je jisté, ze
se tam dostane. Do ¢tvrté rady se mize dostat pres B3 nebo C3, pripadné pres
B4. Pokud modry umisti sviij kdmen na B4, Cerveny pouzije pole D3. Vytvareni
spojnice do ¢tvrté rady je podobné jako v poli 5 x 5. Vyherni strategie tedy je:
v prvnim tahu musi ¢erveny obsadit pole C2. Ve svém druhém tahu obsazuje
policka nasledovné (pokud prvni pole z dvojice obsadil modry, ¢erveny obsad{
druh¢): C1-D1, D1-C1, B3-C3, C3-B3, A4-C3, C4-B3, B4-D3. Ve zbyvajicich tazich
uz cerveny jen propojuje své polozené kameny a strany.

Kromé 1 x 1 az 5 x 5 Jana ukazuje kosodélnik 11 x 7 (¢erveny x modry), ale
vérime, ze brzy se vam podari dokazat i mensi vyhoda pro ¢erveného nez 7 + 4,
takze toto Teseni neotiskujeme.

Tim, ze jsme ukazali konkrétni strategie na téchto kosoctvercovych plochach,
navic hned vime, jak to bude na kosodélnicich 1 xn az5xnamnx1aznxb5.

Prebiti vyhody zacinajiciho hrace aneb Problém 3

Stejné jako Problém 2 i Problém 3 zustéva stejny (u kosodélniki hleddme néco
mezi ,dvojndsobkem* a ,jednondsobkem®):

Problém 2.3: Naleznéte herni plochy, kde md modry hrdac tak velkou vghodu, Ze
vyhraje, at bude cerveny hrat jakkoliv, prestoze nezacind. (Takové, které nebyly
zminény v tomto cisle.)

Muizete napriklad zkusit zjistovat, pro které rozmeéry kosodélniki vyhrdvd cer-
veny a pro které vyhrdvd modry. (Neni nutné toto rozhodnout hned pro vsechny,
ale napr. ,,Kdyz to bude mit modry 42krdt blize, tak uz vyhraje, a kdyz to bude mit
o jedna blize, tak vyhraje éerveny’m Nic mezi nevim. “ Ale samoziejmé se boduje,
které vsechny kosodélniky umite rozhodnout.)

Reseni od Dr.™M Michaela Jarvise:

Pokud je (kosodélnikovd) hraci plocha takovd, Ze modry hra¢ to mé aspoil
2krat blize nez cerveny hrac, tak muze urcité vyhrat.

Modry hrac si totiz muze hraci pole myslené rozdélit na dvé pole, ve kterych
to maji oba, ¢erveny i modry hrac, stejné daleko. Nyni modrému hraci staci
vyhrat v aspon jednom z téchto mensich polich, aby vyhrél celou hru. Potom,
co Cerveny hrac¢ zahraje svaj prvni tah, mize modry hra¢ hrat pouze v druhém
z poli nez v tom, ve kterém hral ¢erveny hrac, a v tomto poli hraje modry hrac
jako prvni, a muze tedy pouzit vyherni strategii a vyhrat, ¢imz vyhraje celou
hru.

"Toto tvrzeni nemusi byt pravda, nevim, kdo vyhraje, kdy# to bude o jedna.
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Modifikace pravidel aneb Problém 4

K prvnimu deadlinu ndm pfislo mnoho zajimavych modifikac{ pravidel [takto jsou
uvedeni vSichni fesitelé, co poslali danou modifikaci]:

Misto kosoctverce hrajeme na plose ve tvaru pravidelného sestitihelniku
s tim, ze se barvy stran stfidaji. Pak jsou dvé varianty cile: propojit dveé
strany [Bc.MM Michael Ambros] nebo propojit tii strany [Be.MM Michael
Ambros]. Zajimavé na druhém cili je, Ze miZe nastat remiza. Nebo mi-
zeme vytvorit Hex pro tfi tim, ze vybarvime protilehlé dvojice stran tremi
navzajem riznymi barvami [Petr Bartak].

Misto tahu by hra¢ mohl odebrat soupertv kdmen. V takové situaci jsou
varianty: jen odebere a hraje soupei [Radim Zeleny, Bc.MM Monika Drexle-
rovéa]; na toto misto polozi sviij kdmen a nasledné hraje dvakrét souper
[Be.MM Michael Ambros|; smi 3krat za hru vyménit soupeitiv kdmen za sviij
a ten uz neptijde zménit zpét [Mgr.MV Ondiej Popovsky]; nejdiive si musi
misto svého tahu dané souperovo policko oznacit a pak ho misto dalsiho
tahu prebarvit [Bc.M Monika Drexlerova.

Hraci budou za tah vybarvovat dvé policka misto jednoho [Mgr.MM Michaela
Urbanova, Be.M™ Katefina Kucerova]. Dalsim ,vylepsenim“ je pak to, Ze
v prvinim tahu zacinajici hraé¢ (Cerveny) vybarvi pouze jedno pole (tim se
zmens{ vyhoda za¢inajiciho hrace) [Petr Bartdk, Mgr.M¥ Ondiej Popovsky].

Vv

Misto spojovani svych dvou protéjsich stran se hraci snazi spojit 3 libovolné
strany [Bc.MM Katefina Kucerova], druhd moznost je pak vSechny 4 strany
[Be.MM Katefina Kucerova, Petr Bartak, Tom4as Pazourek, Mgr.M Michaela
Urbanova).

Prvni iloha minulého ¢isla ndm déva zajimavou modifikaci, my totiz vime,
ze néktery z hracu spoji své dvé strany. Tedy kdo své dvé strany spoji,
prohral [Petr Bartédk, Tom&s Pazourek].

Kazdy hrac v kazdém tahu poklad4 jeden sviyj a jeden souperuv kdmen [Petr
Bartak].

Pokud hra¢ obkrouzi kameny soupefe, stavaji se tyto kameny jeho [Be.MM Ka-
tefina Kucerovd).

SWAPE| (SWAP2): Jeden hri¢ zahraje tah za ¢erveného, modrého a znovu
¢erveného. Druhy si pak vybere, za kterou barvu bude hrat [Mgr.MM Ondfe;j
Popovsky, Be.MM Krystof Maxera, Mgr.MM Matus Pull, Mgr.MV Michaela
Urbanovéd, Radim Zeleny].

8Viz tieba https://pisquorky.cz/novinky/2578-zahajujeme-hru-metodou-swap| ukazujici
tuto modifikaci na Piskvorkach.


https://pisqworky.cz/novinky/2578-zahajujeme-hru-metodou-swap
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o Hraci mohou obarvovat pouze pole, se kterymi sousedi jejich barva [Tom4as
Pazourek].

o Hréc kazdy tah dostane ndhodné (napiiklad kostkou: 1, 1, 2, 2, 3, 3), kolik
kamenti miize polozit [Tomas Pazourek, Bc. Monika Drexlerova.

e 9 v jednom: Hraje se na 3x3 kosoctvercich 3x3. Hra¢ vzdy musi hrat na
koso¢tverci odpovidajicimu poli¢ku, na které hral predchozi hra¢ [Tom4s
Pazourek].

« Na nékterd policka lze hrat az po z tazich [Be.MV Katefina Kucerova), pti-
padné nedd hrat viibec [Radim Zeleny, Mgr.M Michaela Urbanové]. Dalsi
moznosti specidlnich policek jsou tunel (spojuje dvé vzdélend policka), Sip-
kové poli¢ko (vybarvi ve sméru Sipky jesté dalsi poli¢ko) nebo dvoubarevné
policko (po prvnim vybarven{ kterymkoliv hrac¢em funguje pro oba hrace)
[Mgr.MM Ondiej Popovsky]. Také policko, kterého by se musela vyhravajici
cesta dotknout, aby platila [Radim Zeleny].

o Hraci plocha se s kazdym tahem o jedno pole zmensi [Be.MM Monika Drexle-
rova]. Nebo se barevné okraje hraci plochy kazdy tah pooto¢i [Bc.MM Monika
Drexlerovd].

mﬂéﬁ"%@

‘ Problém 2.4: Samozrejmé stile mizete posilat zajimavé ndpady na modifikace
(které zde jesté nebyly uvedeny). Ale budeme radsi, kdyz si néjakou modifikaci vez-
mete a zanalyzujete (napriklad jestli stdle vyhraje cervenyj hrdc, pokud budou oba
hrdat perfektne, k cemuz vam muzZe dopomoci bonus v pruni dloze, nebo jestli porad
musi néktery z hrdci vyhrdt, af hraji hrdci jokkoliv). Specidlné 1b ddme tomu,
kdo dokdze, ze SWAP je vyhrany za hrdce, ktery vybird (a téim pidem SWAP2 pro
perfekiné hrajici hrdce nemd smysl).

A Problém 2.5: 3 z téchto modifikaci (pocitdno jedna hranatd zdvorka = jedna
modifikace) samy o sobé nedélaji Hex o moc zajimavéjsi, s nékterymi dokonce hra
pozbude smyslu. Vite, které mdame na mysli? A proc¢?

Beétka; betka.n@centrum.cz
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
Pripomindme, Ze dikaz (a i jakékoliv dalsi reseni) musi byt nejenom sprdvné,
ale musime ho i pochopit. Proto vam vrele doporucujeme k nému dokreslit © ob-
razky.


mailto:betka.n@centrum.cz
mailto:jonas.havelka@volny.cz
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Téma 4 — Genetika

Uvod

Genetika je nepochybné zajimavy obor, i proto se ji bude vénovat toto tématko.
I kdyz se na prvni pohled mtze zdat, ze jde jen o biologii, skryva se za ni nejen
mnoho pravdépodobnosti, ale i kombinatoriky. Ale i kdybychom se soustiedili
jen na biologickou ¢ést, genetika otvird spoustu novych dveii (i mnoho ne iplné
etickych). Jedna z dost kontroverznich cest je zajisté klonovani, vétsina spole¢nosti
to bere jako misto, které je uz ddvno za hranou. Ale co kdyby bylo mozné klonovat
jen organy? V transplantaci se pouzivaji i ty zvireci, a kvuli tomu nékteri vérici
nemohou prijmout organ. Lidsky, i kdyz vypéstovany, by jim ovSem zachranil
zivot. Mné osobné na genetice 1aka to neznamo. Sta¢i miniaturni zména a misto
resitele M&M jste zarodkem, ktery se diky této zméné prestal vyvijet, a nikdy
jste se nenarodili. Genetika je stale dost tajemny obor a poznat ji alespon trochu
z tohoto tématka se vyplati.

Zakladni pojmy

Nejdrive si pro lepsi orientaci projdeme nékolik zakladnich pojmu.

DNA neboli deoxyribonukleonova kyselina je nositelkou genetické informace.
Sklada se ze 4 stavebnich kament, nukleotidi. V tématku se nebudeme zabyvat
jejich chemickou strukturou, proto si je zjednodusené predstavime jako 4 velka
pismena A, C, G a T.

Gen je usek DNA a zdkladni jednotkou genetické informace. Predava se z ge-
nerace na generaci a na jeho zékladé se utvari vlastnosti daného organismu. Lidské
DNA mé néco mezi 19 000 a 24 000 geny.

Alela je varianta urc¢itého genu. Budeme se zabyvat pripadem dvou alel, ty
oznacime velkym a malym pismenem, kde A zna¢i dominantni alelu a a recesivni
alelu. S timto oznacenim souvisi i ndzvy homozygot — jedinec, ktery ma obé alely
stejné (AA nebo aa), a heterozygot — jedinec, jehoz alely se lisi (Aa). Zvlastnim
pripadem je pak hemizygot, ktery ma pouze jednu alelu (v budoucnu se dozvime,
Ze mize jit jen o pohlavni chromozomy).

Dominantni alela je takovd alela, jejiz projev pti kombinaci s recesivni alelou
stejného genu prevladne.

Recesivni alela je takova alela, kterd se neprojevi, pokud neni pfitomna
dvakrat.

Chromozom je samostatny zamotany kus DNA. Pohlavnim chromozomum
fikdme gonozomy a nepohlavnim pak autozomy.

Diploidni organismus mé ve svych bunkach 2 sady chromozomu. Tudiz je
kazdy chromozom v takové burice vlastné v paru. Dany par obsahuje vzdy stejné
geny, ale na kazdém chromozomu muze byt jina alela tohoto genu.

Polyploidni organismus ma ve svych bunkéach vice nez 2 sady chromozomii.

Genom je soubor veskeré dédi¢né informace daného organismu.
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Fenotyp je souhrn vsech pozorovatelnych znakt a vlastnosti organismu. Ty
mohou byt urdeny pouze na zdkladé gent (napf. barva oc¢i) nebo spoleénym pu-
sobenim gent a prostfedi (napf. IQ). My tyto znaky a vlastnosti pak vidime ¢i
meéfime.

Genotyp je genetickd vybava jedince neboli soubor alel. Urcuje fenotyp. M-
zeme si ho predstavit jako seznam vsSech alel genu, které se vyskytuji v nasem
téle.

Gameta je pohlavni bunka obsahujici od kazdého genu pravé jednu alelu,
tedy polovinu dédi¢né informace organismu.

Majorgeny jsou tzv. geny velkého ucinku. To znamend, Zze dany gen mé
vliv na vytvofeni fenotypu bez ohledu na vliv prostiedi (prostiedi jen minimalné
ovliviiuje vysledny znak/vlastnost organismu). Piiklady mize byt tvar usniho
boltce nebo barva oci.

Minorgeny jsou tzv. geny malého ¢inku. To znamend, ze jeden gen prakticky
nema vliv na vytvoreni fenotypu. Vliv prostiedi je vyznamny. Mezi priklady patii
vyska nebo tfeba inteligence.

Historie

Genetika, tak jak ji zndme dnes, se zacala utvaret az v 19. stoleti. AvSak myslenka
podobnosti v rodiné se objevovala uz v antickém Recku. Prvnim krokem k poznani
genomu byla bunééna teorie J. E. Purkyného, M. J. Schleidena a T. Schwana
v roce 1839.

Nésledovala teorie o vzniku druha prirodnim vybérem vyslovend Ch. Darwi-
nem, diky niz vime, ze geny vyhodné pro preziti budou spise predavany dalsim
generacim. Zajimavym prikladem je srpkovitd anémie, kterd méni strukturu cerve-
nych krvinek. U homozygot toto postupné vede k tézkému poskozeni organismu
a smrti. Z logického hlediska by se tak dalo predpokladat, ze gentt pro srpkovitou
anémii bude postupné ubyvat a ve velké ¢asti svéta tomu tak i je. Nicméné gen
pro srpkovitou anémii prinasi i vyhodu ve formé rezistence proti malarii. Tuto
rezistenci ziskavaji i heterozygoti, u nichz se vSak neprojevuji ptiznaky onemoc-
néni. Heterozygoti tedy maji v malarickych oblastech vyraznou vyhodu oproti
jedinctim, ktefi tuto mutaci nemaji. Z tohoto diuvodu je tato mutace v oblastech,
kde se malérie vyskytuje, naopak vyrazné castéjsi.

Asi nejvyznamnéj$im objevem v genetice, o kterém slysi kazdy z nas uz na
zékladni skole, jsou zdkony dédi¢nosti. Moravsky prirodovédec Johann Gregor
Mendel si jako jejich objevitel vyslouzil oznaceni zakladatel moderni nauky o dé-
di¢nosti. Ve 20. stoleti pak prisel velky boom objevi pro lidsky genom. T. H. Mor-
gan objevil funkce chromozomu. O. Avery, C. MacLeod a M. McCarthy pak pii
jejich blizsim zkouméni zjistili, Ze nositelem genetické informace je deoxyribo-
nukleova kyselina, lépe znama jako DNA. Jeji strukturu pak popsali J. Watson,
F. Crick a M. Wilkins, ¢imz polozili zdklad oboru molekuldrni biologie. Néasle-
dovalo samoziejmé mnoho dalsich poznatki, avSak z hlediska genetiky clovéka je
dulezity rok 2003, kdy byla dokoncena sekvenace lidského genomu, tj. bylo uréeno
poradi nukleotidi v DNA. Dalsim krokem bude pravdépodobné jeho kompletni
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zmapovani, tedy urceni funkce jednotlivych tsekii DNA, ¢i urceni polohy jednotli-
vych geni v DNA. K tomu miiZe pomoci i pomérné novy obor bioinformatika.

Formalni genetika

Prvnim krokem k poznani genetiky na alespon zdkladni trovni je formdlni gene-
tika. Jde o nejstarsi ¢ast oboru, ktera je do znac¢né miry stejnd, jako ji popsal jiz
zminovany Mendel. Aby platila jeji pravidla, musi byt splnéno nékolik pfedpo-
kladu:

1. v jadrech bunék jsou 2 identické sady chromozomu (organismus je tedy
diploidni),

2. zkoumany gen se nachdzi na nepohlavnich chromozomech (autozomech),

3. musi platit absolutni korelace mezi formou genu a jim ovlivnénym znakem.

Absolutni korelace je 100% penetrace genu, tedy dplnd shoda mezi geny a vy-
slednymi vlastnostmi a vzhledem. Nemoci, které maji tfeba 80% penetraci, pak
nemaji priznaky u kazdého heterozygota.

Kazdy diploidni jedinec, ktery vznikl pohlavnim rozmnozovanim, ma od kaz-
dého genu dvé alely, jednu od otce a jednu od matky. Vysledny znak je podminény
obéma z téchto alel. V pripadé, ze znak zavisi na jednom genu, mluvime o mo-
nogenni dédi¢nosti. V pripadé, ze je znak ovlivnén vice geny a jejich vzajemnymi
interakcemi, mluvime o dédi¢nosti polygenni. Monogenni dédi¢nost je mnohem
méné Casta, avsak mnohem jednodusi na popis a studium. Pri ni spolu alely mo-
hou interagovat tfemi zpisoby.

Uplna dominance

Znak se bud projevi, nebo ne. Tento druh interakce sledujeme u monogenni dédic-
nosti nejcastéji. Asi nejlepsi priklad pro predstavu je barva, nebo spise svétlost
o¢i. Hnédé oci jsou dominantni, ale urcity clovék s hnédyma ocima muze mit
svétlooké dité, pokud mu preda gen svétlych oci, ktery se u rodice fenotypicky
neprojevuje.

Aa aa

Obrazek 7: Uplna dominance
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Kodominance

Oba znaky se projevi stejnou vahou. Muzeme to prirovnat k dédi¢nosti krevnich
skupin. Ti, ktefi maji skupinu A, maji na svych bunkach jakési oznaceni, aby
jejich imunitni systém rozlisil své télo, to samé plati pro skupinu B. Skupina nula
tato oznaceni nemda. Kodominanci muzeme vidét v tom, ze skupina AB nema
néjaka nova zmutovana oznaceni spojujici A a B v jedno, ale ma oznaceni obojiho
druhu. Kdybychom se tedy na buitku AB nedivali jako na celou, ale jen na ¢4sti,
muzeme si ji splést s buitkou A ¢i B.

Aa aa

Obrazek 8: Kodominance

Netplna dominance

Znaky se smisi. V prirodé neni prilis mnoho priklad netiplné dominance, nejlépe
viditelny se mi ale zda tzv. Anaconda gene (dile jen Conda) u hada druhu hete-
rodon nosaty. Prirodné zbarveny heterodon mé malé a pomérné pocetné skvrny
(pfirodné zbarveny jedinec nemd ani jednu kopii genu Conda). KdyZ méa hetero-
don jednu kopii genu, jeho vzor Supin se vyrazné zméni. Misto spousty malych
skvrn jich mé vyrazné méné a spolecné s tim jsou jeho skvrny také vétsi (nejspise
proto, Ze skvrny mezi sebou ,nesoupeii“ o prostor). Tato mutace se ale samo-
ziejmé projevuje od jedince k jedinci ruzné, obcCas se muze projevit nadherné,
jindy tfeba ani neni moc odlisna od ptirodniho zbarveni. Pokud se ale heterodon
narodil se dvéma kopiemi genu, pozname to na prvni pohled, nemé totiz skvrny
zadné. Mizeme si to tedy predstavit tak, ze heterozygot genu s netplnou domi-
nanci ma jaksi naredéné nebo smichané vlastnosti obou genti. V tomto pripadé
Conda natedi prirodni zbarveni s absenci skvrn a dostane skvrn méné.

Aa aa

Obrazek 9: Netuplnd dominance
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Mendelova pravidla

1. Mendeliv zakon — Zakon o uniformité hybrida

Tento zakon byl vyvozen z tzv. Hybridizacniho pokusu. Mame generaci P
(parentdlni), v ni se nachézi dva rozdilni homozygoté (AA a aa). Po jejich kifzen{
(crossu) jsou jejich potomci oznacovéani jako Fy (prvni filidln{ generace, jinymi
slovy dcefinnd). Jelikoz od kazdého rodice dostal potomek pravé jednu alelu,
vSichni potomci jsou heterozygoti neboli hybridi. Prvni Mendeliv zdkon nam tedy
rika, ze se tak stane v kazdém takovém kiizeni a vSichni potomci jsou genotypoveé
a fenotypové shodni.

Parentalni generace A A X aa
A a

Prvni filidlni generace Aa

Gamety

Obrazek 10: Cross
2. Mendeluv zdkon — Zakon o ndhodné segregaci alel

Kdyz pokracujeme v hybridizacnim pokusu, ukaze se i druhé Mendelovo pravidlo.
Vzéjemnym kiiZenim generace F; (intercrossem) ziskdme generaci Fy (druhou fi-
lidln{). Za predpokladu ndhodné kombinace gamet dostédvame s pravdépodobnosti
% homozygoty AA, % heterozygoty Aa a i homozygoty aa. Nejcastéji se tento jev
zobrazuje v tzv. Punnetové kombinac¢nim cCtverci.

Prvni filidlni generace ACL X ACL

SN

Gamety A a A a

Druh4 filidlni generace A A ACL ACL aaq

Obrazek 11: Intercross
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Toto pravidlo vyuzivdme i v backcrossu (kiizeni homozygota s heterozygotem),
kdy podle Punnetova c¢tverce lehce vidime genotypovy stépny pomeér 1:1.

A A a a
A AA AA A Aa Aa
a Aa Aa a aa aa
(a) Genotypovy $tépny pomér (b) Genotypovy $tépny pomér
1:1 1:1
Fenotypovy stépny pomeér Fenotypovy stépny pomeér
4:0 1:1

Uloha 2.1 [2b]: Mdme rostlinu, jeji barva se preddvd uplnou dominanci mende-
lovsky, kdy fialovd barva je dominantni a cervend recesivni. Oba potomci rostliny
maji fialovou barvu, jaky je mozny genotyp a fenotyp jejich rodicu?

Uloha 2.2 [3b]: S jakou pravdépodobnosti budou mit potomci urcity genotyp a fe-
notyp pri kiizend kazdijch rodici z predchoziho prikladu? Reseni ocekdvdme pod-
loZené Punnetovym ctvercem nebo stépnym pomeérem.

Stépné poméry

V genetice se setkdvame se stépnymi pomeéry, presnéji s genotypovym a fenotypo-
vym, ty ndm pak poméahaji s vypocty pravdépodobnosti a kombinaci. Genotypovy
stépny pomér iika, kolik rtiznych genotyptu z kiiZeni vznikne a v jakém jsou po-
méru. Fenotypovy §tépny pomér je malinko slozitéjsi. Rikd nam, kolikrat se dany
gen projevi a v jakém poméru. Pro tento stépny pomeér je vlastné homozygot AA
a heterozygot Aa v pripadé uplné dominance to samé.

3. Mendeluv zakon — Zakon o volné kombinovatelnosti alel

Pri zadném kiizeni nejde jen o jeden jediny gen. Tteti pravidlo dédi¢nosti mluvi
o tom, Ze nehledé na pocet geni, alely se kombinuji nezavisle. (Pozor, pro geny
ve vazbé to neplati.) Jde o to, Ze dvojndsobny hybrid AaBb muze vytvorit ¢tyfi
ruzné gamety (AB, Ab, aB, ab), neplati tedy, ze by se konkrétni alela predédvala
jen se svou ,,dvojici®.
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Budeme-li tedy kiizit dva jedince s genetickou informaci AaBb, tak jejich po-
tomci budou mit nasledujici genotypové a fenotypové poméry:

(Odstiny Sedé v tabulkdch slouzi pouze pro lepsi orientaci, aby slo 1épe dohle-
dat stejné genotypy a fenotypy.)

AABB
AABb

AABb

Tabulka 2: Genotypovy stépny pomér
AABB : AABb : AAbb : AaBB : AaBb : Aabb : aaBB : aaBb : aabb
1:2:1:2:4:2:1:2:1

AB Ab aB ab
AB AABB AAB AaBB AaB
Ab AAB AaB
aB AaBB AaB aaBB aaBb
ab AaB aaBb aabb

Tabulka 3: Fenotypovy stépny pomeér
AB:Ab:aB:ab
9:3:3:1

Uloha 2.3 [1b]: Potomek rodice s modrymi a rodice se Futymi kvéty md kvéty M
zelené, jak je to mozné?

Uloha 2.4 [2b]: Prisedlé usni lalicky jsou na recesivni alele — a. Dolicky ve tvdrich M
jsou také na recesivni alele — b. Kolik procent potomki bude mit volné usni lalucky
(opak prilehlych) a zdrovern dolicky ve tvdrich, jestlize jeden z rodici je recesivnd
homozygot pro oba tyto znaky a druhy je pro oba znaky heterozygot?

Problém 2.5: Tento dil alespori strucné shrnoval historii genetiky. Jaké dalsi ‘
chvile byly vijznamné a jaky md tento obor vibec vijznam pro spolecnost?

Problém 2.6: Predstavte si, Ze jste v kuzi Mendela a chcete znovuobjevit tri M
pravidla. Jak byste postupovali? S jakym Zivocichem, rostlinou nebo na jakém ne-
Zivém predmétu byste to ukdzali? (Predstavivosti se meze nekladou, tak se vyhnéte
hrachu.)

Juli; |[julie.krimska@mensa.cz
Fofik; martin.fof1@seznam.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Konference Desna 2023

Scratch hologramy 10b
Mgr.MM Veronika Bartdikovd, Dr.™ Radim Novdk, Dr."™ Jana Uglickich

Béhem jarniho soustiedéni M&M v Desné jsme se pod Bédovym vedenim vénovali
vytvareni S-hologramu. Jenze co si pod takovym pojmem predstavit? Predné,
hologram je zobrazeni vzoru v 3D prostoru na zakladé specifickych vlastnosti
svétla a lidskych oci. Pismeno S znaci zkratku za anglické ,scratching®, tedy
vyryvani, coz je zpusob, jakym jsme hologramy vytvareli.

Teorie a vécné zazemi

Jak S-hologramy funguji? Pokud si myslite, Ze se jednd o opticky klam, nemylite
se. Vyuzivaji hlavné dvou poznatkti. Prvnim je dopad a odraz svétla, konkrétné
fakt, ze 1thel dopadu se rovna thlu odrazu. Druhym je skutecnost, ze mame dvé
oCi, které jsou vuci sobé o néco malo posunuté, a kazdé tedy vidi trosku jiny
obraz.

Vécnym zékladem nasich hologramu byla PVC f6lie, do které jsme vyryvali
krivky. Asi malokoho prekvapi, ze hladky, neposkozeny povrch odrazi svétlo jinak
nez ryha. Kazdé lidské oko potom odlesk svétla zptusobeny ryhou vnima na jiném
misté, ale mozek ma snahu tyto vnimané odlesky sjednotit do jednoho. Diky
tomu podvédomé posune obraz za nakresnu, tedy za f6lii, a ndm se zda, ze odlesk
wplave“ v prostoru. Pokud je do félie vyryta jen jedna kiivka, vidi ¢lovék jen jeden
svételny bod. Pokud se tam nachézi vice kfivek, vnimé vicero bodu, a pokud jsou
tyto kiivky vhodné vzajemné umisténé, pozoruje cely obrazec.

K tvorbé kfivek jsme vyuzivali kruzitko se skalpelem, takto upravené ryze
z praktickych davodi. Ukazalo se, ze pfi ryti tuhou nedokazeme vytvorit opti-
malni kiivku a spiSe f6lii roztrhneme nebo prodfeme. Proto jsme nakonec tuhu ke
spokojenosti vSech zicastnénych nahradili skalpelem. A pro¢ zrovna kruznice, a ne
jina krivka? Hologram by sice vznikl i s vyuzitim elipsy nebo spiraly, ovSem jejich
vytvoreni se ukédzalo jako naroc¢né, proto jsme se omezili na kruznice, pripadné
jejich céasti.

Dvé dimenze?

Jak bylo zminéno, kdyz do félie vyryjeme jednu kruznici, uvidi lidské oko jeden
bod plujici nékde v prostoru. Zjistili jsme, Ze pokud vytvorime vice navzajem ruz-
nych kruznice se stejnym polomérem, jejichz stredy budou lezet na jedné piimce,
vznikne Tada odleskti, kterou lidské oko bude vnimat jako tisecku pohybujici se
spolu se zdrojem svétla. PTi pouziti vice vhodné umisténych kruznic tak mtzeme
vytvorit libovolny 2D obraz.

Pri jeho vyrobé je vhodné si vytvorit predlohu, tedy zjednodusit cileny obra-
zec na nékolik bodd. Samoziejmé, ze dvou bodt néco zobrazite jen stézi, ale je
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potieba si uvédomit, ze pri priliSném poc¢tu bodt by mohlo dojit k protrzeni félie
a znehodnoceni celého dila. Hologram tak kvili neidedlnosti redlnych materiala
nebude nikdy spojity, a i samotné odlesky budou vzdy ¢asti kruznic, nikoli jen
body. Presto ale mize byt vysledek impozantni.

Jak muze vypadat predloha a kruznice pro hologram ,M&M* v Geogebre,
vidite na obrazku [121

Obrazek 12: Predloha (jednotlivé body) a nékteré kruznice pro hologram M&M,
prerusovana cara oznacCuje spodni hranu félie. Pivodni soubor, ve kterém si muzete
nechat zobrazit vSechny kruznice (a také upravit jejich polomér), najdete na https:
//waw . geogebra . org/calculator/pa8x8xuh, Autorka obrazku: Dr.M J. Uglickich.

Kdyz ndm plocha nestaci

Co kdyz nam nestaci plochy obraz, ale chceme skuteény prostorovy hologram?
I toho lze dosdhnout pouze s vyuzitim vySe uvedenych poznatkl a vybaveni!

Béhem konfery jsme si v§imli pozoruhodného jevu. Vyryjeme-li do félie kruz-
nici s vétsim polomérem, bude lidsky mozek promitnuty bod vnimat hloubéji za
nakresnou. Diky tomuto faktu bychom mohli vytvorit napriklad hologramovy les
- stacilo by ndm stale dokola vyryvat (dvourozmérné) stromy a vzdy po dokonéeni
jednoho stromu zménit polomeér kruznice, diky ¢emuz by se nam kazdy obrazek
jevil v jiné vzdélenosti. Od téchto ivah uz nebylo daleko k dalsi. Jak vytvorit
jediny hologram tak, abychom ho vnimali jako trojrozmérny?

Odpovéd je jednodussi, nez se muze zdat. Na pomoc jsme si zavolali tzv.
soutec¢né kruznice — tedy kruznice, jejichz stfedy lezi na jedné piimce, které nemaji
stejny polomér, ale maji spolecnou teénu v jednom bodé (jinymi slovy, vSechny
se potkavajf v jednom bodé). Pfi nasvicen{ z riznych hl se ndm promitne bod,
ktery postupné prechézi v tsecku — a ta se zanotfuje za ndkresnu. Lidskému oku
se skutecné jevi plastickd. S témito znalostmi uz pro nas nebyl problém vytvorit
napiiklad krychli zobrazenou z pravého nadhledu, jejiz schéma na obrézku[13]snad
pomuze k pochopeni principu tvorby 3D hologramu — vyuzili jsme fady kruznic
znamé z dvourozmérnych hologrami pro strany, které vnimame jako vodorovné
nebo svislé, a soutecné kruznice pro ty ,Sikmé«.


https://www.geogebra.org/calculator/pa8x8xuh
https://www.geogebra.org/calculator/pa8x8xuh
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Obrazek 13: Predloha pro 3D krychli — hrany, podle kterych vyryvdme (pferuso-
vané; hologram se zobrazi mimo né), jejich vybrané body (mens{), pozorovatelné vrcholy
utvaru (vyraznéjsi body) a nékteré kruznice. Nejmensi ze souteénych kruznic by méla
mit stejny polomér jako ty na vodorovnych nebo svislych hrandch predni stény. Pu-
vodni soubor, tentokrat ale bez kruznic navic, najdete na https://wuw.geogebra.org/
calculator/ubamqcgf. Autorky obrazku: Mgr."™ V. Bartdkova, Dr."™ J. Uglickich.

Par slov zavérem

Béhem konfery se nam povedlo dostat se pomoci pokust i vselijakych ivah od na-
prosté neznalosti tvorby S-hologramti az k pomérné komplexnim vytvoram, které
sklidily velky ohlas nejen mezi ucastniky soustredéni. Pokusili jsme se alespon
hologramu vysvétlit. Zjistili jsme, Ze tvorba jednoduchych hologramu je snadno
zvladnutelnd i za domacich podminek — a tfeba nékoho z vas inspirujeme k tomu,
af si najde lesklou folii, kruzitko a sam si zkusi néjaky ten obrazek vytvorit...



https://www.geogebra.org/calculator/u5amqcgf
https://www.geogebra.org/calculator/u5amqcgf
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Témata

Por. | Jméno R. 271 1 2 3 | Ostatni Zo 21

1.|Dr.M J. Uglickich 2 1197,9] 9,5 11,5 8,1 6,0 35,1135,1

2. | Mgr.™ M. Pull 4| 85,1|85 144 86 31,5|31,5

3. | Mgr.™ L. Zimova 3] 92,3|18,5 11,5 30,0 | 30,0

4. |Be.™ E. Sabol 4 | 28,7/10,0 12,6 6,1 28,7 28,7

5. | Be.™ J. Kogka 4| 26,3|12,0 14,3 26,3 | 26,3

6. | Bc.™ A. Bihun 4| 250(10,5 14,5 25,0 | 25,0

7. Be.M™ L. Votrubovi 3| 49,2(10,0 14,5 24,5245

8. | Be.™ M. Ambros 1] 24225 14,8 6,9 24,2124,2

9. | Be.™ K. Vomelovd 4| 30,7/ 9,0 14,5 23,5123,5

10. | Dr.™M O, Sedlacek 3 1188,7| 7,7 14,5 22.2122,2

11. | Mgr.™ M. Urbanovd | 1 | 86,0| 85 7,2 6,0 21,7121,7

12. |[Be.™ M. Drexlerova | 4 | 21,4| 95 7,4 45 21,4|21,4

13. | Dr.MM M. Jarvis 2 |170,7 14,9 6,0 20,9 | 20,9

14.-15. | Be.™ K. Maxera 3| 230 14,4 5,6 20,0 20,0

Be.MM B. Vosghlovi, 4] 200|556 14,5 20,0 | 20,0

16. | Doc."™™ V. Tichy 4 1329,8] 8,0 11,5 19,5/19,5

17. | Dr.™M 0. Neveril 2 |139,8| 7,0 7,3 3.6 17,9/17,9

18. | Dr.™M R. Novak 4 1121,8] 95 2,1 6,0 17,6 | 17,6

19. | O. Hrabé 4| 175| 3,0 14,5 17,5(17,5

20. | M. Skypala 3| 16,0| 1,5 14,5 16,0 | 16,0

21. | Be.™™ M. Styskala 3| 21,5| 4,0 11,5 15,5 15,5

22. | Bc.M K. Kucerové Z8| 235| 40 75 35 15,0 15,0

23.-24. | Be."M L. Poljakovéd 4| 416|1,6 89 4,2 14,7 14,7

T. Pazourek 2| 14,7| 1,6 89 42 14,7]14,7

25. | A. Bako¢ 3| 14,4 14,4 14,4 (14,4

26. | Mgr.™ J. Lowenhoffer | 3 | 82,9 6,5 6,5 0,4 13,4134

27. | Mgr.™ V. Bartdkova | 4 | 73,0 2,0 4,7 6,0 12,7 12,7

28. | V. Sklenér 41 125 12,5 12,5(12,5

29. | Mgr.™ O. Popovsky | 4 | 98,9 11,2 11,2 11,2

30. | Mgr.™ A. Stard 3| 58255 5,3 10,8 (10,8

31.-32. | Mgr.™ M. Tésitel 3| 95095 9,5| 9,5

P. Bartak Z9| 95|20 47 28 9,5 9,5

33. | Mgr.™" K. Plchové 4| 70,1| 4,0 4,7 8,7 87

34.-35. | K. Ceské 3| 82|42 36 04 8,2| 82

Mgr.™ M. Ulumbekov | 2 | 69,9| 1,5 6,7 0,0 8,2| 8,2

36.| Dr.M J. Klementova | 2 [147,4| 8,0 8,0| 8,0
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Témata
Por. | Jméno R. Z,l 1 2 3 | Ostatni Zo 21
37.| A. Styskala 4| 134| 05 74 79 7,9
38. | R. Zeleny 3| 38 3,8 3,8 38
39. | Be.M V. Kudera 2| 370|107 2,7 34| 3,4
40. | Be."™™ R. Petit 2 | 37,0] 3,0 3,0| 3,0
41.|S. Teodorovicova 3| 76|05 0,5 0,5

Sloupecek 2_1 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, ZO je soucet bodu
v téchto deadlinech a 21 soucet vSech bodl v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v pred-
chozim textu slouzi pouze pro ticely M&M.

Casopis M&M je zastieSen Matematicko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy. S ob-
sahem casopisu je mozné naklddat dle licence CC BY 4.0. Autory textu jsou, neni-li
uvedeno jinak, organizatori M&M. Realizace projektu byla podporena Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovychovy. Pokud si casopis neprejete ddle dostavat v tisténé po-
dobé, zruste si prosim jeho odbér v nastaveni svého uc¢tu na webu.

Kontakty: }4

M&M, OPMK, MFF UK E-mail: mam@matfyz.cz

Ke Karlovu 3 Web: mam.matfyz.cz l
121 16 Praha 2

FB: casopis.MaM
matfyz

M&M
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