STUDENTSKY CASOPIS A KORESPONDENCNI SEMINAR

Rocnik XXVIII

MATEMATIKA FYZIKA INFORMATIKA

Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva feseni. My vam je opravime, posleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi feSitele zveme na podzim a na jafe na sousttedén.



2

Mili fesitelé soucasni a snad budouci,

v rukou drzite prvni &islo nového roéniku éasopisu M&M. O co jde? Reéeno jednou
vétou, zkuste se zamyslet nad zajimavymi problémy a sva zjisténi nam poslat.
Podrobnéjsi informace se dozvite na nasem Webtﬂ nebo v prilozeném letéékuﬂ
Zde jen dodame, Ze za Gspésné feseni muzete ziskat odpusténi prijimacich zkousek
na MFF UK, ceny jako knihy nebo deskové hry, ale také pozvani na tydenni
soustfedéni, které porddame na jafe a na podzim. Nové muzete také ziskat
M&Mi ponozky (o tom vice dale).

Pokud bude ptfizniva situace a bude moznost ho usporadat, uskutecni se le-
tosni podzimni soustfedéni 16.-24. fijna. K pozvance vds mohou dostat bliz i vase
prispévky k prvnimu ¢islu, pokud nam je poslete do terminu 21. zAFi.

S novym roc¢nikem samoziejmé prichdzi uplné nova témata! A je jich rovnou
pét. V priabéhu mozné néjaka skonci a néjakd nova zacnou, ale to se nechte pre-
kvapit.

Elektrické sité jsou téma predevsim fyzikalni, lehce prolinajici se s teoretic-
kou informatikou. V tomto dile se nauc¢ime vyuzivat informatické grafy k pocitani
elektrickych charakteristik obvodu, v téch dalsich si povime, jak pomoci toho
najit idealni vyplnéni obdélniku étverci. Ze to zni jako dost nesouvisejici tlohy
z ruznych oboru? Nevadi, jsme pfece multioborovi!

Oware nam ukaze, jak si lidé v jinych ¢astech svéta umi kratit ¢as jen s pomoci
par seminek a jednoduchych pravidel. My se budeme snazit vymyslet optimalni
strategii pro tuto hru. Pokud své napady implementujete do skriptu, mizete se
zucastnit turnaju, které budeme pravidelné vyhlasovat.

Lingvistika je obor, ktery jsme tu dlouho neméli, avSsak k matematice a
informatice nemd tak daleko, jak by se mohlo zd4at. Budeme se snazit rozlustit
zékonitosti starych jazyku, v tomto dile konkrétné chetitstiny.

Pozoruhodnym atmosférickym jeviam budeme pfichazet na kloub v dal-
$im tématu, prevazné fyzikalnim. Tentokrat se zamérime na to, jak bézné prochazi
svétlo atmosférou, Ze to rozhodné neni cesta piima a jak moc nas to miize zmast.

Nekonecna jsou kone¢né téma matematické. Ukazeme si, ze neni nekonec¢no
jako nekonecno a jak se chovaji véci nekonec¢nych velikosti. V tomto dile se budeme
snazit ubytovat nekonecno hosti do nekonec¢ného hotelu. Povede se nam to? No,
obcas.

Tim ale s novinkami nekonc¢ime! Zasilani feseni e-mailem bylo nepraktické pro
nas i pro vas, proto prosim od nynéjska odevzdavejte své prispévky vzdy jen do
odevzdavatka, které najdete na nasem webu.

Nic¢eho se nebojte, zasilejte nam klidné i ¢asteéna feseni a uvidite, ze véci
nemusi byt tak slozité, jak se na prvni pohled zdaji. Budeme se tésit!

Vasi organizdtori

Thttps://mam.matfyz.cz
2Pokud &tete elektronickou verzi ¢isla, mizete ho najit na:
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/jak_resit.pdf


https://mam.matfyz.cz
https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/jak_resit.pdf
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A jak Ze je to s témi ponozkami?

Za kazdé cislo, ve kterém ziskate alespon m bodti, dostanete ponozku v jedné ze
CtyT barev. Ano, Ctete spravné, ponozku — jednotné ¢islo. Jak tedy ziskat par
stejnébarevnych ponozek? Na to uz jste mozné prisli z Dirichletova princip
Abyste méli jistotu, ze budete mit dvé ponozky stejné barvy, musite Tesit kazdé
7 péti cisel!

Téma 1 - Elektrické sit&........... ... oo, %]
TEMA 2 - OWATE. . ...\ttt et e @3l
Téma 3 - Lingvistika ...... ..
Téma 4 - Pozoruhodné jevy v atmosfére ...............................
Téma 5 - NeKONECA . ... ..ottt 24]

3Pokud nevite, o co se jedn4, nelekejte se vzneseného nazvu, nejde o nic komplikovaného,
vizte napiiklad https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet’,C5%AFv_princip.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet%C5%AFv_princip

r V' d \V4 \V4 7 rz
Zadani a reSeni témat
1. deadline: 21. 9. 2021 | 2. deadline: 12. 10. 2021
Reseni odevzdana do 21. 9. se zapocitaji pro icast na soustfedéni.

Téma 1 — Elektrické sité

Elektrické sité jako grafy? Coze? Jak to bude vypadat? A proc¢ bychom to deélali?
Bude ndam to k nécemu?

Nejen na tyto otazky se bude snazit odpovédét toto tématko. Budeme se zaobi-
rat jinym pohledem na elektrické sité a vypocty v nich. Pouzijeme k tomu grafy,
avsak ne ty obycejné matematické, ale grafy z pohledu informatického. Dopro-
vodné texty predpokladaji, ze jste jiz o takovych grafech slyseli, ale pokud tomu
tak neni, nezoufejte. Vse, co budete potiebovat, je jen predstava, jak takovy graf
vypadad — ze mé néjaké body neboli vrcholy a néjaka spojeni mezi vrcholy neboli
hrany, co je to orientovand hrana (vede z néjakého vrcholu do jiného vrcholu kon-
krétnim smérem) a Ze existuje néco jako multigraf (mezi dvéma vrcholy mize byt
vice hran)[]

Dil 1: Sité jako grafy

V tomto dile témétka si ukazeme elektrické sité a zavedeme si znaceni. Déle
si zopakujeme fyzikalni vzorce a zdkony, spocitame si néjaké priklady a poté si
ukézeme nékolik figli, jak pocitani zadanych priklada zjednodusit.

Grafy a znaceni

Jak jsme jiz uvedli, budeme se na elektrické sité divat jako na grafy slozené z vr-
choli a hran. Konkrétnéji se bude jednat o orientované multigrafy, coz znamena,
ze hrany vedou z pocatec¢niho vrcholu do koncového a mezi dvéma vrcholy muze
byt vice orientovanych hran.

Hrany jsou orientované, tedy hrana e 4p necht vede z vrcholu A do vrcholu B.
Kazdé hrané e; prifadime néjaky odpor R;. Odpory na hranich si muzete pred-
stavit jako rezistory nebo jako pfirozeny odpor rtzné dlouhych a ruzné silnych
kabelt. Vrcholtiim prifadime jinou hodnotu, a to elektricky potencial. Potencidl ve
vrcholu A budeme znadit ¢ 4. Jednotky odporu jsou ohmy neboli 2 a jednotkami
potencialu jsou volty V.

Rozdil potenciali mezi dvéma vrcholy ¢4p neboli napéti Uap vypocitame
jako pap = a4 — pp. Zbyva ndm zavést proud mezi dvéma vrcholy, ten budeme
znacit [ 4. Proud ma jednotku ampér A.

Jelikoz jsme si chytte zavedli orientované hrany, mizeme prohlésit, ze p4p je
rozdil potencidlii na hrané e4p a ze Iaop je proud na hrané espg.

4Pokud pfeci jen vitbec netusite nebo se cheete o grafech dozvédét vice, miizete si dané pojmy
nastudovat v kuchafce Korespondencéniho seminéfe z programovani. https://ksp.mff.cuni.cz/
kucharky/grafy/


https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/
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Obrazek 1: Cyklus vrcholu

Vyuzité fyzikalni zakony
Dtlezité pro nas budou zakony Ohmuv a Kirchhoffovy, které tu uvaddime pro
pripomenuti. Pokud je dobfe znate, mizete preskocit k sekci Poznamka.
Ohmuv zakon, ktery nejcastéji budeme vyuzivat pro vypocet odporu R4p, zni

nasledovneé:
Uap _ vasB

Rap  Rap

Pred Kirchhoffovymi zékony si uvedeme jesté jeden vztah. Méjme proud I4p
na orientované hrané e4p. Proud Ipa (neboli proud v opaéném sméru) si defi-
nujeme jako Ipy = —Iap. Stejné jako proud si muzeme zadefinovat i rozdil po-
tencidlt (ppa = —pap). V Kirchhoffovych zikonech se tedy nemusime zaobirat
znaménky, nebot je mame diky této definici ve vypoctu zahrnuta.

Prvni Kirchhofftv zdkon o proudu a smyckach rika, ze soucet rozdili potenci-
alu v cyklu vrcholt @1, z9 az xy, je roven nule. (Cyklus vrchold znamend, Ze jsou
vrcholy po fadé spojeny hranami, tedy v grafu jsou hrany ey, ,, nebo es,s,, pak
€zoms 1NEDO €444, atd.)

Iap =

Prizs T Pagzs T+ Qa1 T Papa = 0

Ukazme si tento zakon na konkrétnim cyklu. Méjme sit na obrazku [I] a dané
rozdily potenciali. Pro smycku plati

801'11'2 + 801'21'3 + SOJJ31J4 + SOJJ4JJ5 + 801:51:6 + @356757 + @1:71:1 = 0
A jelikoz pap = —pBa, tak

Oryzs — Prgzs — Prazs T Prazs T Prszs — Prree T Pagz, = 0.
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Po dosazeni hodnot
5V -4V -4V 4+3V+1V-2V+1V=0V,
ov=0V,

tedy rozdily potencialti na hranach vyhovuji zakonu.
Druhy Kichhoffiv zékon se tyka proudu prochézejiciho jednim vrcholem. Sou-
¢et proudi vstupujicich do vrcholu A a proudi z néj vystupujicich je nulovy.

IA;EI +IA12 + - +IAa:k + T4 =0,

kde z1 az xj jsou vrcholy, do nichz vede hrana z A nebo z nichz vede hrana do
A, a I je proud, ktery vychdz{ ze sité pryé ve vrcholu A. (Analogicky o4 je
proud, ktery do sité v daném vrcholu vstupuje.) Tyto proudy si muzeme predstavit
tfeba jako pripojeni spotiebice (I4o,) a jako piipojeni kabelt do elektrické sité
(Ioa):

° )/
X3 24y A
//er
\+D
[ ]
%S

Obrazek 2: Proudy ve vrcholu

Tento zakon si ukdzeme na konkrétnim vrcholu. Dle obrazku 2l mame:
IAarl + IAIQ + IAa:g + IAac4 + IAoo =0

_IzrlA +IAI2 - ngA +IA914 +IA<>0 =0
9A+05A - 1A+1A+15A=0A
0A=0A

tedy proudy odpovidaji 2. Kirchhoffovu zdkonu.

Nyni si uvedeme posledni trik. Pokud zname rozdil potencialti mezi dvéma
vrcholy (pap), ale nezndme potencidly téchto vrcholt (4 a ¢p), tak si mizeme
potencial jednoho vrcholu zvolit libovolné a ten druhy jiz dopocitdme. Tento po-
stup avsak nemuzeme pouzit na vice vrchola v siti, protoze by nam pak nemuselo
spravné vyjit napéti na hranach. Vzdy je nejlepsi si pevné zvolit ¢ jednoho vr-
cholu (vétsinou budeme volit roven nule) a poté spocitat vSechny ¢ vrcholi, které
muzeme.
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Obrazek 3: Pocitani odporu

Poznamka

V tomto tématu budeme vSechny proudy uvadét v ampérech, napéti ve voltech
a odpor v ohmech. Obcas proto jednotku pro zjednoduseni psat nebudeme.

Priklad

Vsechnu teorii mame jiz probranou, takze nastal ¢as spocitat si néjaky priklad.
Pro jednoduchost budeme ze zacatku uvazovat sit, do které proud vstupuje pouze
v jednom vrcholu, zdroji Z, a vystupuje pouze z jednoho vrcholu, stoku S.

Zamysleni

Pokud zndme proud prochdzejici siti a spocitame rozdil potencidli mezi Z a S, tak
muzZeme lehce pomoci Ohmova zdkona spocitat i vysledny celkovy odpor sité mezi
teémito dvéma vrcholy jako R = #2725

Zkusime si vypocitat, jaky odpor je mezi Z a S v grafu na obrazku [3a}, kdyz touto
siti prochazi celkovy proud 1A a mezi vrcholy jsou rezistory o odporu 1, 2, 3, 4
ab Q.

Hrany si pro lepsi pfedstavu zorientujeme, jak je zakresleno v obrazku [3b]

Dalsim krokem, ktery nés posune blize Teseni, je oznaceni jednotlivych proudu
na hranach. Vyuzijeme pritom Kirchhoffovych zakonu.

Dle zadéani vstupuje do zdroje proud velikosti 1 A a ze stoku vystupuje proud
1 A. Proud na hrané e 45 ozna¢ime p. Hrana egg tedy bude mit proud 1—p (nebot
dle zédkona o proudu prochazejiciho jednim vrcholem méme Isa + Isp + 500 =
(—p)+1Isp+ (1) =0, tedy Isg =p—1a Igs = —Isp = 1 —p). Dalsi proudy ne-
muzeme odvodit pomoci znamych proudi, a tak hrané e o g pritadime opét néjaky
proud q. Poté jiz trividlné doplnime dle Kirchhoffovych zdkoni (obrazek .
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Obrazek 4: Proudy na hranach

Nyni ndm zbyva jen spocitat potencialy vrchold . Jak jsme jiz uvedli, pokud
zname napéti na hrané, ale nezndme potencidly vrcholi, muZeme si potencial
jednoho vrcholu zvolit libovolné a potencidly dalsich vrcholt dopocitat dle hran
mezi nimi. Nejjednodussi je si zvolit jeden z potencialti vrchold roven nule. Tedy
u naseho piikladu ¢g = 0V. Dle Ohmova zakona

wa—y¢B=Rap - Iap
pa—ps=1Q"p
op—ps=2Q-(1-p)

Uloha 1 [1b]: Rozmyslete si, pro¢ jsou hrany zorientovdny prdvé tak, jako na
obrdzku [3% Mohli bychom je zorientovat i jinak? Napiste ndm, pro¢ ne, nebo
uvedte jinou orientaci. Pokud zjistite, Ze ano, zkuste si priklad vypocitat s touto
orientaci. Vyjde vam visledek stejné?

Uloha 2 [1b]: Dopiste zbytek rovnic dle Ohmova zdkona a dopocitejte potencidly
jednotlivijch vrcholi (nejprve si je vyjddrete pomoci p a q) a celkovy odpor sité.
(Ndpovéda: Mdame 5 nezndmgch véetné p a q a 5 rovnic, tedy ulohu lze jedno-
znacné vyresit. Abyste spocetli potencialy vrcholi, musite nejdrive vypocitat p a q.
Nipovédu k vgpoctu celkového odporu naleznete v zamyslend vyse.)

Paralelni a sériové zapojenf

Abychom mohli odpor pocitat jednoduseji, podivame se na vzorce pro odpor pri
paralelnim a sériovém zapojeni rezistori, zndzornéno na obrazku |5} (V nésleduji-
cich prikladech predpokladame, ze do sité vstupuje a z ni vystupuje proud velikosti
1A)
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Obréazek 5: Paralelni a sériové odpory

o . . e VR A~ ¥s
V obou piipadech si zvolime pg = 0. Pro sériové zapojeni mame PA—PS _

Ry, tedy w4 = Ry. Déle pz — w4 = Ro neboli ¢z = R; + Rs. Celkovy odpor je

tedy

¥Ys — ¥z
1

Pro paralelni zapojen{ méme ¢z — s =p- Ry = (1 — p) - Ra, kde p je proud
na hrané s odporem R;. Déle tedy

R= = R+ Rs.

pP= Ri+ R>
S R _ RiR
LS T T R Y R T Ri+ Ry
R= Ri+Ry _ RiR;
1 Ri+ Ry
Pokud si tento vyraz zjednodusime, vyjde nam vztah mezi odpory

11 n 1

R Ry Ry

Tyto dva vzorce ndm velmi zjednodusi vypocty prikladd. Dalsim zjednodu-
Senfm bude fakt, Ze pokud se potencidly dvou vrcholu rovnaji (p4 = ¢g), tak
vrcholy z naseho pohledu mizeme prohldsit za identické (viz déle).

Odpor krychle

Vezmeme si nyni elektrickou sit tvaru krychle s odpory na hranach o velikosti 1 §2
a budeme pocitat odpor mezi dvéma sousednimi vrcholy. Postup je znazornén na
obrazku [6l
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Nejprve zde vyuzijeme trik se soumérnosti. Pokud v siti nalezneme néjakou
osu, podle které je sit véetné velikosti odporu a poloh bodu (mezi kterymi poci-
tdme odpor) soumérnd, muzeme tvrdit, zZe i feseni potencialia bude stejné na obou
stranach osy. Dva body, které osa soumérnosti zobrazuje na sebe, maji tedy stejny
potencidl a tudiz je miZeme v siti povazovat za jeden bod (muzeme je prohlasit
za identické), coz ndm zde plati pro dvojice A,C' a D, F. Poté pomoci vzorce
na vypocet paralelnich odport spocitame celkové odpory hran ezp, epg, eap,
eas a eap. Déale vyuzijeme vypocet sériovych a paralelnich odport mezi D a A,
sériovych a paralelnich odport mezi Z a S a nakonec tedy zjistime odpor mezi Z

as.

F .E
D=F
/ D/ Z ——_—-E A D E
%. T %'v.\_/
C, B <>
2 / / - e \Y
A SS~—ac— B S A B
z z z z
<D> D. 7) N
S A S A 5 s

Obrazek 6: Odpor krychle

Uloha 3 [3b]: Dopliite do kaZdé édsti obrazku @ odpory na jednotlivé hrany od-
povidajici danému kroku vipoctu. Pripomindme, Ze v proni cdsti (pred sloucenim
vrcholii) je na kazdé hrané odpor 1 €.

Uloha 4 [1b]: Vratte se k obrdzku a s nové nabytymi znalostmi vypocitejte odpor
mezi vrcholy A a B. UvaZujte A jako zdroj a B jako stok, proud prochdzejici siti
je 1 A.

Uloha 5 [3b]: Vypocitejte odpor mezi kaZdou dvojici vrcholi v krychli. KaZdd
hrana md odpor 1 €.

Uloha 6 [3b+3b+4b]: Vypoditejte odpor mezi dvéma protilehlymi vrcholy:
a) pravidelného osmisténu
b) pravidelného dvandctistenu

¢) pravidelného dvacetisténu

Odpor kazdé hrany je opét 1 €.
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Hvézdicova transformace

Meéjme graf se 4 vrcholy, kde vrchol V' je spojen s vrcholy A, B a C tak, jako na
obrazku Tomuto grafu (nebo této ¢asti grafu) budeme fikat hvézda. Pokud
vrchol V' neni zdrojem ani stokem, muzeme ho odebrat a nahradit hrany z néj
jinymi hranami, vznikne nam tedy takzvany trojihelnik. Odpory hran vypocitame
dle vzorcu z obrazku kde s = ab + be + ca.

C <
=3
C b' =% a =3
oV
/ & ’ i
3 e — o
Ao .B c' =%
(a) Hvézda

(b) Trojuhelnik

Obrazek 7: Hvézda a trojuhelnik

Tuto transformaci mizeme provést i v opacném sméru.

Uloha 7 [2b]: Odvodte vzorce pro vijpocet odporii hvézdy (a,b,c) z odpori troji-

helniku (a’, V', ¢ ). Neboli vyjidrete a,b,c pomoci a’, V', .

Transformacni priklad

Vezmeme si ¢tyfstén s odpory na hranach 1,1,1, %,2 a 5 se zdrojem v bodé

A a stokem v bodé B. Na obrazku [§| je zndzornéno, jak provadime transformaci.
Nejprve transformujeme trojihelnik ADC na hvézdu ADCX, poté vyuzijeme
sériového zapojeni mezi X, D a B, pak znovu transformujeme, tentokrat vsak
z hvézdy ABCX na trojuhelnik ABC.

Uloha 8 [1b]: Vezméte si graf z kroku 2 a provddéjte pouze operace se vzorci na
paralelni a sériové zapojeni. Vypocitejte odpor mezi zdrojem a stokem.

Odpory jednotlivych hran v tlohéch [9] [I0] a [1T] maji velikost 1 €.

Uloha 9 [3b]: Pomoci hvézdicovjch transformact vypocitejte odpor mezi stredy
dvou sousedicich hran v pravidelném dvandctisténu.

Uloha 10 [3b]: Vypocitejte odpor mezi libovolngmi dvéma vrcholy v dplném grafu
K5 na obrdzku @ (Hrany se nikde neprotinaji, i kdyz to tak miZe vypadat. Vedou
nad sebou a pod sebou.)
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krok 1 krok 2 krok 3
OC .C
1 1
3 1
X, 3 XL 3 \&
1/ TN 1 \
2/ 2D 1 2
Aj\ . \LB Aj\ - \LB
krok 4 krok 5 krok 6 krok 7
OC .C
3
5
i/ \g N i g A" N\.B A__1 B
~_
A/S—5 X\IB Ay . B g

Obrazek 8: Transformace

A

Obrazek 9: Uplny graf na 5 vrcholech

Uloha 11 [5b]: Dokazte, Ze odpor mezi libovolngmi dvéma vrcholy v uplném grafu
K, je % Q. (Uplng graf K,, je takovy graf o n vrcholech, ktery md hrany mezi
kazdgmi dvéma vrcholy.)

Kacka Vokdlovd; |katerina.vokalova@matfyz.cz
e-mailovd konference: elektricke-site@mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka


mailto:katerina.vokalova@matfyz.cz
mailto:elektricke-site@mam.mff.cuni.cz
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Téma 2 — Oware

Dil 1: Pravidla

V tomto tématku se podivime na jednu z takzvanych mankalovych deskovych
her. Rik4 se ji Oware (myslime si, Ze vyslovnost je piiblizné ,a-ua-ri“) a nas
bude zajimat varianta zndmd jako Abapa. Pokud vam to nic nefika, tak to je
v poradku, pravidla jsou jednoducha. Kouknéme se na to, jak Alice hraje Oware
proti Bobovi.

Mezi Alici a Bobem jsou dvé fady po Sesti dolicich. Rady budeme oznacovat
jako Alicinu a Bobovu podle toho, ke kterému hraci je dand fada bliz. Na zacatku
hry jsou v kazdém doliku Ctyfi seminka a cilem Alice i Boba je byt tim, kdo
,sklidi“ (tedy odstrani ze hry) alesporl 25 z téchto 48 seminek.

Bob

Alice
Pocdtecni stav hry

Alice a Bob se stfidaji v tom, kdo je zrovna na tahu. Kdyz je na tahu Alice,
vybere si libovolny dolik ze svoji fady, vybere z néj vSechna seminka a zacne je
po jednom ,sit“ do ostatnich dolika proti sméru hodinovych rucicek, pocinaje
dolikem bezprostredné proti sméru hodinovych rucicek od vybraného. Pokud si
Alice vybrala dolik obsahujici alespon 12 seminek, tak se pri seti dolik, ve kterém
seminka zacinala, vynechava.

HEORHE

Alice
Alice si vybrala treti dolik

Kdyz Alice zaseje posledni seminko, podiva se na dolik, do kterého pristalo. Po-
kud tento dolik patii Bobovi a nyni obsahuje dvé nebo tfi seminka, Alice vSechna
seminka v tomto doliku sklidi a podiva se na predchozi dolik. Seminka skliz{ tak
dlouho, dokud nenarazi na dolik, ve kterém je jen jedno seminko, ¢tyti nebo vice
seminek; nebo je to dolik na jeji strané. Pak Alicin tah konc¢i a je na tahu Bob. Hra
konéi, kdyz nékdo sklidi alespon 25 seminek nebo jsou sklizena vSechna seminka.
Pokud oba sklidi 24 seminek, tak remizuji.
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Aby byl Alicin tah platny, musi navic spliiovat alespori jednu z nasledujicich
dvou podminek: Bud v Bobové fadé zbyde alespon jedno seminko (tedy nene-
chdme Boba vyhladovét), nebo Alice timto tahem ukoné¢i hru. Pokud by Alice
méla sklidit vSechna seminka v Bobové fadé, ale neukoncila by tim hru, nesklidi
zadnd seminka. Pokud Alice neméa zadny platny tah, tak naopak sklidi vSechna
zbyvajici seminka. Pokud se Alice a Bob shodnou na tom, Ze ani jeden z nich uz
neumi sklidit dalsi seminko, vyhraje ten, kdo ma aktudlné vice.

Bob

000000
000000

Alice
Tady uz Alice ani Bob nic sklidit neumi

No, a to jsou doslova celd pravidla této deskovky. Pokud si chcete zkusit, jak
takova hra probiha, tadyﬂ je moznost si zahrat proti pocitaci. Nejsem si ale jist,
ze tato hra dodrzuje vysSe uvedend pravidla tplné presné. Nebo si taky muzete
zkusit zahrat doma — bonboény a obal od tuctu vajicek funguji dobfe a poskytuji
silnou motivaci vyhrat.

Kdyz vas omrzi klikani na pocitaci a dojdou bonboény, zkuste se zamyslet, jak
tuto hru hrat skuteéné dobte. Béhem tohoto tématka muzete posilat prispévky
popisujici vase pozorovani a nebo se tcastnit turnaje, kde budou vase programy
opakované hrat Oware proti programim (nejen) od ostatnich fesitela.

Detaily o turnaji najdete od 13. 6. na odkaZLﬂ Uz ted vam ale mizeme pro-
zradit, ze vasim tkolem bude napsat skript v Pythonu, ktery na aktualni stav
hry odpovi ¢islem vybraného doliku. Zakladni verzi skriptu véetné implementace
pravidel dostanete, takze se muzete soustiedit na vymysleni strategie.

Matej; lieskovsky.matej+mam@gmail . com
Jidds; |jonas.havelka@volny.cz

Borek; bOr3k@matfyz.cz

e-mailovd konference: oware@mam.mff .cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka

Shttps://oware.net
Shttps://github.com/JoHavel/Turnaj-v-0ware
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Téma 3 — Lingvistika

Jesté predtim, nez se vrhnete na ¢teni a feseni nasledujictho tématka o lingvistice,
bychom vas chtéli poprosit, abyste pri reseni nepouzivali internetové vyhledavace
ani zadnou literaturu. Jejich pouzitim byste si nékteré tlohy bud prilis zjedno-
dusili, nebo naopak udélali tézsi. Nékterd zakouti gramatiky zde viibec nezminu-
jeme, protoze by se ndm to neveslo ani do celého ro¢niku. Nejde 1iplné o znalost
jazyka, ale o logické premysleni a hledéni spojitosti v textu. Proto radéji ode-
vzdejte Spatné reseni se zduvodnénim, nez bezchybné prelozeny text, ktery jste
nemohli vypozorovat z naseho tématka. Ted uz vam prejeme stastné reseni.

Dil 1: Chetitstina neboli ,,nesili“

Ha, lingvistika! Ptisla necekana, ale zvana. No. .. snad. Jaké prijeti tady v M&M
obdrzi, bude jen a jen na vas. Navic brzy zjistite, ze mé k nasi stalici matematice
blize, nez jste si mozna mysleli.

Nase lingvistické téméatko vas provede svétem mrtvych jazyka. Jestli za touto
volbou hledate néjaky hlubsi filosoficky vyznam, tak vds musime hned na zacatku
zklamat. (Zéaroven ale slibujeme, Ze je to naposled!) Zkratka jsme si fekli, ze
zivé jazyky ovlada kdekdo a zabyvat se témi mrtvymi zni jako mnohem vétsi
frajefina.

Prvni mrtvy jazyk, na ktery se podivame, bude chetitstina. ChetitStina je
nejstarsi zaznamenany indoevropsky jazyk vibec. Pred vice nez tremi tisici lety se
jim mluvilo na tizemi Malé Asie (dnesni Turecko). Chetité pouzivali k zdpisu textu
klinové pismo a hlinéné desticky; my budeme v nésledujicich tlohach pouzivat
prepis do latinky. Kreativité se ale meze nekladou, prijimame i feSeni vypalena
do hlinénych desticek.

Chetitstina byla dlouhou dobu zédhadou, az do roku 1916, kdy ji tispésné rozlus-
til ¢esky badatel Bedfich Hrozny. Nyni, kdyZ uz o ni mame néjakou pfedstavu, se
miizeme vrhnout na to, jak vlastné funguje. Nejdiiv ale mala ochutnavka, kterou
najdete na obrazku ¢islo [I0]

Co to ale znamend? Pojdme se blize podivat na stavbu chetitstiny. Typicka
chetitska véta obsahuje podmét, prisudek a pripadné i ostatni vétné ¢leny. Vétné
stavba je velmi pevnd, poradi vétnych clena se takika nikdy neméni. Tato sku-
teCnost vam pomiize pri feseni nasledujicich tloh.

e Jsem klidny. — Ammuk taksul esmi.
e Jelen zije v lese. — Alyianas tiessarn anda huiszi.

e On je tviyj soused a diva se na nebe. — Apa arahzenatis eszi un-apa nepis
anda auziza

e Nejsi zly ¢lovék. — Zik antuhhas huwappas ul essi.

e Otec a matka jsou v tdoli. — Attas un annas hari anda assanzi.
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Appezzin inspantzan taksul ul estai unanzas atamas éri anda
esuen. Kunkunuzzia antaraz nepiaz awan katta mausmi un arahzenes
tuzziyantes arha iyair. Nassu attas nasma annas arahzan éri para

< uwanzi, unmazapat appa ul uwanzi. Hannas ammuk tarsikizzi,
{ mananzasza auswami, sumés newan happiriyan andakan iyatten.
Appezzin inspantzan taksul ul estai. Lukta uézzi. Unza ammuk
negnamiit palsan iyawani. Newan happiryian anzas istandaizi.
Appakan ehu.

Obrazek 10: Tabulka s chetitstinou zapsanou latinkou

Vidéli jsme je v noci. — Anzassmas ispantan auseweni.

Poslal jsem posla krali. — Ammuk ana lugali lite uwiyanmi.

My jsme knézi. — Anzas kitas esuwani.

Jdeme domu. — Anzas Eri andan tarkuwaneweni.

Posel dorazil. — Lutan appa uezzi.

Soused jedl jelena a chléb. — Aranhezanas nindas un alyiani ezzazzi.

Vy jste cizinci. — Sumes arahzenes esteni.

Problém 1: Podivejte se na priklady vijse a pokuste se z nich vypozorovat poradi
podmétu, predmétu a prisudku. Nedd se z ukdzek zjistit jeste nejakd dalsi informace
o chetitské gramatice?

Pti prfemysleni nad prvni ilohou jste moznéd odhalili, jak se chova sloveso
byt v pritomném case pro ruzné osoby. Nastésti pro nas se sloveso byt Casuje
pravidelné, coz v modernich jazycich nebyva bézné. Ostatni slovesa maji stejné ¢i
velmi podobné koncovky. My se ddle budeme tvarit, ze jsou stejné.

A u sloves jesté zustaneme. Uz umime vyjadrit pritomnost, ale co ostatni ¢asy?
Chetitstina nema zvlastni tvary pro budouci ¢as. Budouci ¢as vyjadiuji s pomoci
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¢islo jednotné | ¢islo mnozné
1. osoba esun esuen
2. osoba esta esten
3. osoba esta esir

Tabulka 1: Minulé tvary slovesa byt

pritomného casu. Pro pochopeni véty je tak tfeba nékdy znat kontext. Minulost
uz svoje vlastni tvary ma a miuzete je najit v tabulce [1| pro slovo byt.

Ted, kdyz umime trochu pracovat se slovesy, se pojdme podivat, jak vypadaji
osobni zajmena.

Uloha 2 [1b]: Doplite tabulku @ skloniovdani zdjmen. Strucné zdivodnéte volbu
tvaru zdjmena.

ja ty my vy
nominativ zik anzas
genitiv sumel
dativ/lokél | ammuk anzas
akuzativ tuk anzas
ablativ tuedaz sumedaz

Tabulka 2: Sklonovani zajmen

Nominativ, genitiv a akuzativ byste uz méli znat z cestiny. Jedna se o prvni,

druhy a ctvrty pad. Dativ a lokal, nas treti a Sesty pad, splyvaji v chetitstiné
v jeden. Vyznam ma4 ale stejny jako slouceni nasich padt. Pad ablativ jste mozna
jesté nepotkali. Mohli bychom se na néj ptat otazkou odkud?. V padu ablativ by
byla slovni spojeni jako tieba ze stolu.
Urciteé jste si vSimli, ze v tabulce chybi tfeti osoba. Korenem vyrazu pro treti osobu
je appa. Pokud je osobni zdjmeno ve funkci podmétu, tak se ale ve vétach casto
vynechava, jako nas nevyjadfeny podmeét. Podmét se pak da rozpoznat pouze
z koncovky slovesa.

Problém 3: Mohli jste si povsimnout, zZe jsme vubec nic nezminili o, pro nds
béznych, pddech vokativu (5. pdd) a instrumentdlu (7. pdd). Zapomnéli jsme na
né, nebo je snad Chetité nepotrebovali? Jak byste tyto pady nahradili? Jsou pro
0sobni zajmena vibec potreba?

Zajmena jsou nedilnou soucasti jazyka, kromé osobnich zdjmen znate jisté
i zdjmena privlastnovaci. Ty Chetité obvykle Tesili pfidanim piipony. Piikladem
miize byt -mi — moje.

e attamis — milj otec
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istarnismi — v jejich stredu

tuzzitis — tva armada

e annasis — jeho matka
e arhansmis — vase hranice

Soucasti chetitstiny jsou i zvratnd zdjmena. Osobni zdjmena maji vlastni speci-
alni zvratnou ptriponu. Pfesnou podobu zde ale nezminime, muzete ji vypozorovat
z nékterych tloh.

Nez se vrhneme na néjaké preklady, tak se jesté zastavime u podstatnych jmen.
Chetité délili podstatnd jména na dva rody, zivotny a nezivotny. V tabulce |3 na-
leznete koncovky, které pouzivaji podstatnd jména pii sklonovani. Pokud se k pod-
statnému jménu véze i jméno pridavné, tak ptebird stejny pad a tudiz i koncovku
jako jméno podstatné.

¢islo jednotné ¢islo mnozné
zivotny | nezivotny | zivotny | nezivotny
nominativ -S -n -es -a
genitiv -as -as -as -asob

dativ/lokal -1 -i -as -as

akuzativ -n -n -us -a
instrumental -it -it

ablativ -az -az -az -az
allativ -a -a

Tabulka 3: Koncovky postatnych jmen pii sklonovani

Vétsinu padia znédte z Cestiny a ablativ jiz byl popsan vyse. Jesté doplnime,
co je vlastné allativ. Pouziva se ve smyslu smér do néjakého mista. Nejcastéji ho
potkate s predlozkami, které maji stejny nebo podobny vyznam jako ceské k nebo
na.

Nyni mame za sebou tii hlavni stavebni kameny chetitstiny. Na zévér pridame
jesté par predlozek. Nebo snad zdlozek? Chetitstina totiz nepokladéd predlozku
pred vétny clen jako cestina, nybrz je zapisuje az za podstatné jméno. Prikla-
dem budiz treba éri anda — v domeé a éri andan — do domu. Na vice priklada
chetitstiny se muzete podivat v nasledujici tloze.

Uloha 4 [2b]: Podivejte se na ndsledujici priklady vét a ty, u kterjch preklad
chybi, prelozte:

e Krdlova vojska bojovala na barikdddch. — Lugala tuzzia senahhas hullanzi.

o KdyZ je cisté nebe v noci, tak se ochladi. — Man harkis nepis ispanti eszi,
nu ekunesszi.
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0

Pojd! — Ehu!

Ddva mi chleba. — Appas ammuk san piyanaizi.

Meteority jsou zhavé. — Kunkunuzza anta assanzi.

Bohové se na nds zlobi. — Siuzaas anzas kartimyiazza.

Rekl jsem: ,Dost!“ — Ammuk tarsikkimi: dalawa!

Neprdtelé jsou zli cizinci. — Kurures huwappes arahzenes assanzi.

Modrd voda je dobrd. — Anataran wataran aran eszi.

Vychdzime. — Anzas uwanwens.

Rano jsme sli do mésta. — Anzas anzasila happyrian andan lukta yiawens.
Obétujeme zvirata bohum. — Anzas suppalus Siuas sipantanzi.

Spinavy dim knezl nebudou mit radi. — Kites iskunanzan éri ul iwarezzi.
Krdl hazi zub. — Lugals gagan para ussiezzi.

Cekdm na tebe. — Ammuk tuk istandaimi.

Udolni cesta je dlouhd. — Harin palsan dalukis eszi.

Madte dost boje. — Sumas hullanzas dala harkeni.

Bohové maji radi modry chléb.

Krdl cekd na rano.

Clizinci $li domai.

V 4doli je zima.

Problém 5: Vratte se na zacatek dilu a s pomoci nové nabytych znalosti se pokuste
preloZit chetitsky text v obrazku[I0, Nemusite preloZit iplné cely text; body miZete
ziskat i za cdstecny preklad.

Problém 6: Vsimli jste si v textu néjaké vétné stavby, kterou jsme nezminovali
v jingch ulohdch? Jaky by mohl bijt jeji vyznam?

Honza; |jan@piroutek.eu

Lucka; lucy . kuncarova@gmail . com

e-mailovd konference: lingvistika®mam.mff.cuni.cz
odevzddvejte do odevzddvdtka
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Téma 4 — Pozoruhodné jevy v atmosfére

V tomto tématku se budeme zabyvat vice ¢i méné znamymi optickymi jevy, které
1ze v oblasti viditelného spektra pozorovat v zemské atmosfére. Stejné jako u ostat-
nich tématek, i zde budou kromé tloh s jasnym jednoznac¢nym feSenim zadany
také obecnéjsi problémy, které vias maji spise navést k zamysleni nad néjakou kon-
krétni tématikou, kterou muzete dle vlastniho uvazeni déle rozvijet a doplnovat
vlastnimi otdzkami, které vam prijdou zajimavé. Tyto problémy nejsou Casové
omezené, jejich Teseni muzete posilat kdykoli do konce ro¢niku. Pripadné pokud
si vzpomenete na atmosféricky jev, ktery s timto tématem souvisi a presto zde
nebyl uveden, urcité ndm napiste a idedlné ho rovnou popiste formou clanku.
Nejlepsi élanky v pozdéjsich cislech otiskneme.

Dil 1: Jevy v Cisté atmosfére

V prvnim dile se zamérime na sifeni paprskili svétla ¢istou atmosférou bez pritom-
nosti dalsich téles jako jsou kapky vody nebo krystalky ledu. K tomu je potieba
zavést index lomu n, ktery je definovan jako pomér rychlosti svétla ve vakuu c
ku rychlosti svétla v daném prostfedi v. V nasem pripadé je timto prostiedim
vzduch a index lomu zavisi na jeho fyzikalnich vlastnostech, které se méni mimo
jiné s nadmorskou vyskou. Pro viditelné svétlo a vzduch popsany stavovymi rov-
nicemi idedlnitho plynu plati s vysokou presnosti rovnice

m—1_ p T

na—1 p T
kde n1 je index lomu vzduchu pfi tlaku p; a teploté T7 a no je index lomu pti
tlaku po a teploté Ts.

Uloha 1 [2b]: Odvodte vise uvedeny vztah ze stavové rovnice idedlniho plynu,

pokud vite, ze Z;—j = % (p je hustota vzduchu,).

Zavislost tlaku a teploty na nadmorské vysce stale neni zdaleka trividlni, pred-
pokladejme vsak, Ze ji zname.

Predstavme si nyni, jak bude vypadat trajektorie paprsku v atmosfére, pro
niz zname zavislost indexu lomu na vysce, tj. zavislost n(z). Pro zjednoduseni si
rozdélme atmosféru na dostatecné tenké vrstvy a predpokladejme, ze v ramci libo-
volné vrstvy jsou vlastnosti vzduchu konstantni (viz obr. . Potom na rozhrani
libovolnych dvou vrstev 1ze uplatnit Snelliv zakon lomu

N1 sin oy = ng sin o,

kde a7 je thel, pod kterym paprsek dopada na rozhrani vrstev, a as thel, pod
kterym paprsek z rozhrani vystupuje, ny a no pak indexy lomu jednotlivych vrstev.
Z obr. uz je zC¢asti patrné, jak bude takova trajektorie paprsku vypadat. Lepsi
predstavu o ni vSak ziskéate pii reSeni tlohy

Uloha 2 [5b]: Napiste ,program“ (staci i numerické Tesent v tabulkovém editoru,
napr. MS Excel), ktery vykresli trajektorii paprsku svétla prolétdvajiciho atmosfé-
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rou. Vstupem mnecht je thel ag, pod kterym paprsek dopadd na povrch Zemé, a
zavislost teploty vzduchu na nadmorské vgsce, tj. T(z).
Tlak v k-té vrstvé urcete rekurzivné jako

Pk = Pk—1€Xp (— R?k Az >7

kde exp(zx) je alternativni zdpis funkce e, g je tihové zrychlent, R mérnd plynovd
konstanta vzduchu o hodnoté priblizné R = 287,1Jkg 'K, Az je tloustka jedné
vrstvy a T}, je teplota v k-té vrstve. Tlak v nulté vrstvé je po = 10° Pa.

Vykreslete trajektorii paprsku prochdzejictho atmosférou pro teplotni zdvis-
losti:

a) T(z) = (300 —0,01z) K
b) T(z) = (300 — 0,0342) K
¢) T(z) = (300 —0,052) K

vy

Vykreslené trajektorie porovnejte s primkou, po které by se paprsek siril ve vakuu.
Visledky diskutugte.

(a) (b)

Obrazek 11: Grafické zndzornéni ohybu paprsku v atmosfére. Vlevo v rovinné aproxi-
maci, vpravo pfi uvazeni zakfiveni Zemé.

Uloha 3 [3b]: V dostatecné vyjice zacind hrdt roli zakiiveni Zemé a tim pd-
dem i zemské atmosféry. Pak lze odvodit, Ze pro dvé sousedici vrstvy plati vztah
nirsinag = nergsinas (viz obr. . Odvodte tento vztah.

Problém 4: V dostatecné vysce je vzduch natolik ridky, Ze ho melze brat jako
spojité prostredi, nybrz jako samostatné molekuly. V takoviych podminkdch vyse
uvedeny popis nelze uz pouzit. Selhdvd zde teorie za lomem svétla, protoze paprsek
v takovych podminkdch snadno projde vrstvou vzduchu, aniz by pri tom interagoval
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s nekterou z molekul. Navrhnéte, jak takové podminky pomoci zndmych velicin
definovat. Jako bonus muzete odhadnout, v jakych vyskdch radové takové podminky
nastdvaji.

Jak jsme si ukazali vyse, svétlo od kosmickych téles, jako jsou hvézdy, Mésic
nebo i nase Slunce, se atmosférou nesifi primocate, vzdy se pri pruchodu trochu
ohyba. V disledku toho vidime tato télesa o néco déal od obzoru, nez doopravdy
jsou. Tomuto jevu se F{kd astronomickd refrakce a vaze se k nému nas problém|[f]

Problém 5: Pozorujte Slunce nebo nocéni oblohu a zaznamendvejte polohu kos-
mickijch objekti v case (nejlépe pomoci fotoapardtu nebo kamery). Jejich pohyb je
zpusoben rotact kolem zemské osy, mel by to proto byt rovnomeérny pohyb po kruz-
nici se stredem v Poldrce. Astronomickd refrakce vsak snizi pozorovanym objektim
slozku rychlosti kolmou k obzoru, jejich pohyb tim lehce narusi a trajektorii defor-
muje. Vami pozorovanou trajektorii vykreslete a zjistéte, jestli jste na ni schopni
tento jev zaznamenat. Jaké dalsi vlivy by mohly pri deformaci trajektorie hrdt
roli?

Ve vyse uvedenych prikladech jsme si vystacili s lomem svétla na pomyslném
rozhrani dvou vrstev. Kdyz ale paprsek dopada na toto rozhrani pod pfilis velkym
thlem, miize nastat situace, kdy plati Z—; sinay > 1, a v takovém pripadé dochazi
k tplnému odrazu. Pozorovatel na zemském povrchu muize potom vidét prevraceny
obraz situace, kterd ve skutecnosti nastavad nékde jinde, v extrémnim pripadé i
za jeho geometrickym horizontem. Pokud k odrazu dojde pfi prichodu paprsku
atmosférou smérem k zemskému povrchu, fiké se tomuto jevu spodni zrcadleni
(viz obr. , v opacném pripadé se jev nazyva svrchni zrcadleni nebo téz lidové
Fata Morgana (viz obr. [12D)).

A

() (b)

Obrazek 12: Spodni a svrchni zrcadleni. V bodé B stoji pozorovatel a pozoruje svétlo
od objektu A, které se k nému Sifi po trajektorii zndzornéné plnou ¢arou. V dusledku
zahnuti trajektorie k nému ale svétlo doputuje z jiného sméru, nez ve kterém objekt A
doopravdy lezi, a pozorovatel si proto piedstavuje, Ze objekt lezi v bodé A’.

Posledni jev, ktery v tomto cisle uvedeme, je dtisledkem zavislosti indexu lomu
na vlnové délce svétla. Pro krats{ vlnové délky (fialové svétlo) je index lomu vétsi
nez pro delsi vinové délky (ervené svétlo). Fialovd a modré slozka viditelného
spektra se proto lamou vic nez ervena a zluta slozka a také astronomicka refrakce
je pro né proto silngjsi. Proto kdyz pozorujeme zapad Slunce, je jeho spodni ¢ast
zbarvena vice do ¢ervena nez vrchni, kterd je tvofend vSemi barvami (ty se smichaji
do barvy, kterou md Slunce po vétsinu dne). V jistou chvili pak nastane situace,
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kdy je Slunce uz za obzorem a cCervené svétlo z néj vychazejici uz neni vidét,
zato zbyvajici slozky se stale dokazi pres obzor prehoupnout diky astronomické
refrakci. Modré a fialové svétlo ma velkou tendenci k rozptylu v atmosfére, proto
v takové chvili byva patrnd pouze zelena slozka slunec¢niho svétla. Takovy stav
trva jen zlomek sekundy a lze ho pozorovat jen ve velmi ¢Cisté atmosfére. Diky
jeho barvé se mu k4 zeleny zablesk (anglicky green flash).

Problém 6: Pokuste se v prirodé najit vijse uvedené jevy a vyfotte je.

Problém 7: Pokud mdte napsany program z dlohy [3 hrajte si s nim a ddl ho
dle vlastniho wvazeni vylepsujte. NiZe nabizime moznd vylepseni. Muzete se jimi
inspirovat, nebo vymyslet jind vlastni.

Co kdyz je teplota zdvisld mejen na viysce, ale také ma zemépisné Sirce a
délce?

Upravte program, aby bral v dvahu zakrivens zemského povrchu (viz dloha @
Je mozné ve vasem programu dosdhnout svrchniho zrcadleni?

Vyzkousejte, co se stane, kdyz vykreslite trajektorii svétla velmi dlouhou,
zamyslete se, jestli je vysledek programu redlny, a pripadné program upravte,
aby jeho vysledek redlng byl.

Jednim ze wvstupu programu je thel, pod kterym paprsek dopadd na zem.
Upravte program, aby ddval jako vysledek tuhel, pod kterym by na pouvrch
Zemé dopadal paprsek od stejného objektu ve vakuu.

Viykreslete zdvislost uhlu dopadu paprsku ve vakuu na uhlu dopadu paprsku
v atmosfére. Vysledek diskutugjte.

Vykreslete deformovanou trajektorii kosmickych objekti, kterou byste mohli
pozorovat pri TeSeni problému[3

Evzen € Karel; Janskvara@email.cz
e-mailovd konference: latmosfera@mam.mff.cuni.cz
odevzdavejte do odevzddvditka
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Téma 5 — Nekonecna

Zajimalo vas uz nékdy, pro¢ nedefinujeme % jako nekonecno? Vzdyt prece, kdyz
délime ¢im dal mensimi nezdpornymi Cisly, dostavame ¢im dal vétsi cisla. Tak
pro¢ vydélenim tim ,nejmensim*“ nedostaneme to ,nejvétsi“, tedy oo? Nebo proc
Achilles dobéhne Zelvu, prestoze mezitim, co dobéhne na misto, kde Zelva stéla,
uz zelva odtapka dale? Vite tfeba, zda je vice celych nebo prirozenych ¢isel?
Myslite, Ze je racionédlnich ¢isel vice nez celych? A kterych byste fekli, ze je vic —
racionalnich nebo realnych? Ukazuje se, ze pokud pocitime s nekonecny, mtizou
nékteré banalni véci dopadnout naprosto necekané.

V tomto tématku se podivime na zoubek vSem moznym nekonecntim, které
muzete v matematice potkat. Tento a dalsi dil bude o nekoneéném mnozstvi. N&-
sledné se podivame na nekonecné velké, nekone¢né malé a jiné nekonecné zajimavé
véci. Tak hurd do toho!

Dil 1 — Hilbertiiv hotel

Predstavme si, ze spravujeme hoteﬂ kde je nekonecné mnoho jednolizkovych
pokoju. Covid-19 ustupuje, takze ndm kone¢né bylo umoznéno oteviit, coz zpiso-
bilo obrovsky zajem, tudiz mame vsechny pokoje obsazené. Abychom se v hotelu
vyznali, o¢islovali jsme pokoje ¢isly {1, 2, 3, ...} tak, ze kazdé islo je vyuzito
pravé jednou a kazdy pokoj méa pravé jedno Cislo. Tedy mame tolik pokoji, kolik
je prirozenych ¢isel. Tento pocet (tedy nase nekonecno) oznaémeﬁ jako Ng.

Najednou nam na vchodové dvere zaklepe novy host. Nejprve ho chceme od-
mitnout, vzdyt prece madme vSechny pokoje obsazené, ale pak se nam ho zzeli.
Nékam ho ubytovat prece musime. Tak treba do pokoje 1. Tam uz vSak host
bydli. Ned4 se nic délat, musime ptuvodniho obyvatele pokoje 1 presunout jinam.
Tteba do pokoje 2. Pivodniho hosta z pokoje 2 miizeme prestéhovat do 3 a tak
déle. A hle, opravdu se ndm povedlo ubytovat nového hosta do naseho plného
hotelu, sice jsme u toho museli kazdého hosta prestéhovat z pokoje i do pokoje
i+ 1, ale na to si zkratka hosté musi zvyknout. Miizeme si v§imnout, ze jsme tim
ukéazali, ze Ng + 1 = N, jelikoz nyni mame Ry + 1 hosti v Ry pokojich.

Navic pokud ndm na dvefe zaklepe libovolny prirozeny pocet, napriklad n,
hostil, mizeme matematickou indukcﬂ kazdého odbavit jako jednotlivce (to uz
umime z minulého odstavce), tedy

No+n = (N0+1)+(n—1) = No-i-(n—l) = (N0+1)+(1’L—2) =...= No—i—(n—n) = Np.

7S timto myslenkovym experimentem p¥isel v prednasce ,,O nekoneénu® roku 1924 némecky
matematik David Hilbert, jemuz v matematice vdé¢ime za mnoho poznatki. Viz
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert/,27s_paradox_of_the_Grand_Hotel

8Symbol co se obecné pro nekoneény poéet nepouziva, protoze jak uvidime déle, neni ne-
kone¢no jako nekoneéno. Symbol X (alef, prvni pismeno hebrejské abecedy) jsme nevybrali né-
hodné, o tom tu vsak nechceme vypravét. Zvidavé jen odkédzeme na
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph_number

“https://matematika.cz/matematicka-indukce
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Obrazek 13: Prvni stéhovini (uvolnéni prvniho pokoje)

Novy host napsal na nas hotel tak dobrou recenzi, ze se jedna cestovni kancel&r
rozhodla k nam vypravit autobus. A jelikoZ to byla cestovni kancelaf podobné
nasemu hotelu, autobus mél R, sedadel ocislovanych 1, 2, 3, ... Kdybychom se
tedy pokusili ubytovat do naseho plného hotelu nové hosty po jednom jako vyse,
nikdy bychom neubytovali cely tento autobus. Stéhovani by totiz nebralo konce a
hosté nemaji nekone¢né mnoho trpélivosti. Musime na to jit chytieji a na nekoncici
stéhovani si dat pozor.

Jeden z hezkych zpusobi je, Zze nechame kazdého starého hosta z pokoje i pre-
stéhovat se na pokoj 2i. Tim se ndm uvolnili pokoje 1, 3, 5, ... Tedy nového hosta
ze sedadla ¢ presuneme do pokoje 2¢ — 1. Jinymi slovy staré hosty prestéhujeme
do sudych pokoji a nové do lichych. Tim jsme ubytovali vSechny nové hosty a
nevyhodili zddného starého. Tedy jsme ukézali, ze g + Ny = pocet starych plus
pocet novych hosti = Ry = pocet pokoju. Matematickou indukci 1ze dokazat, ze
Vn prirozené je n - Ny = Ny.

Uloha 1 [1b]: Tak co, uZ vite, jestli je vice prirozengch, nebo celjch éisel? Odpoveéd
zdivodnéte.

Uloha 2 [3b]: Necht je n prirozené. Pokud N = Rg + n, tak ziejmé g —n = Ng.
Stejné tak pokud Wy = n - Vg, potom Ry = % Specidlné tedy vime, ze kdyz q
je kladné raciondlni, pak q - Ng + n = Rg. DokdZete to ukdzat bez pouZiti upravy
rovnic, pouze s ,hotelovym argumentem “?

Cestovni kancelar si nas hotel oblibila, a tak k nam vyslala Xy autobust, kazdy
s No lidmi. Nejprve se zhrozime, ze tolik lidi prece nemizeme nikdy ubytovat, pak
nas ale napadne, ze vsechny predchozi hosty se nam ubytovat podarilo, tak proc¢
by to neslo i s témito. Prozatim zapomeneme, ze uz mame plno, a budeme nové
hosty ubytovavat postupné do pokoju 1, 2, 3, ...

Pokud bychom ale zacali prvnim autobusem a ubytovali lidi ze sedadel 1,
2, 3, ..., nikdy by se nedostalo na lidi z ostatnich autobusi, protoze v prvnim
autobusu porad bude nékdo, koho je tfeba ubytovat. Proto budeme rozsirovat
pocet autobusii, ze kterych ubytovavame lidi. Kdybychom ale chtéli napriklad
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nejprve ubytovat vsechny, kdo sedi na sedadle ¢islo 1 ve vSech autobusech, pro
zménu bychom nikdy neubytovali lidi z ostatnich sedadel. Problém lze vyfesit
napiiklad nasledujicim systémem ubytovani hosti:

Jako prvni ubytujeme hosta z prvniho sedadla prvniho autobusu. Do druhého
pokoje ubytujeme hosta z prvniho sedadla druhého autobusu. Do dalsiho pokoje
ale neptijde host ze trettho autobusu, nybrz opét z prvniho, konkrétné z druhého
sedadla. Az pak ubytujeme hosta z prvniho sedadla tietiho autobusu, po ném
hosta z druhého sedadla druhého autobusu, potom hosta z tretiho sedadla prvniho
autobusu atd. Graficky zndzornéné to mizete vidét na obrazku

Cislo autobusu

Cislo sedadla

Cislo pokoje, kam
daného hosta ubytujeme

ot

J

Obrazek 14: Ubytovani X autobusi o Xg cestujicich

Mizeme si vSimnout, ze v kazdé diagonale, kterou cislujeme, je kone¢né mnoho
lidi (v prvni 1, v druhé 2, ve tfeti 3, ...), tedy na kazdou diagonélu se dostane, ale
zaroven kazdy host je v néjaké diagondle, takze se opravdu dostane na vsechny.
Takto jsme tedy ubytovali nové hosty. Staré hosty bychom nasledné mohli uby-
tovat zpét diky tomu, ze 2 - Xg = Ny. To znamend, ze jsme pravée ukazali, ze
Ry - Ng = Np. Matematickou indukei to samoziejmeé lze rozsitit na Nj = No.

Problém 3: Samozrejme, Ze toto neni jedind moznost ubytovdani Rg - Rg hosti.
Pokud vas napadne jing zpusob, ocenime ho jisté body. Jen nezapominejte, Ze maii-
Zeme pouze konecné mnohokrat vict libovolné mnoha (napt. vsem ze sudgch po-
koji) hostim, aby se prestéhovali, protoZe host stéhujici se donekonecna je nevrly
host.
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Uloha 4 [3b]: Nyni uz mdame dostatek vhledu, abychom rozhodli dalsi éast otdzky
z prontho odstavce: Je vice prirozenych, ¢i raciondlnich cisel?

Pripomernime, Ze raciondlni ¢isla jsou definovdna jako zlomky (tj. dvojice cisel)
s mesoudélngm citatelem a jmenovatelem, kde jmenovatel je kladny. MuzZete vyuZit
jako fakty, Ze (pro libovolné mnoZiny X, Y ) kdyZ je X podmnoZinou Y (tedy Y
obsahuje vsechny prvky z X ), tak md'Y alespori tolik prvki jako X. A Ze kdyZ md
X alespor tolik prvku jako Y a opacne, tak jsou X a'Y stejne velké.

Problém 5: Pokud predchozi dlohu vyresite (korekiné) bez pouZiti zminénich
fakti, body navic vds rozhodné neminou.

Po takovém tspéchu se nam ozvala dalsi cestovni kancelar, ze by u nés chtéla
ubytovat sviij autobus hostti. Avsak nemé sedadla oc¢islovand ¢isly, ma je oznacena
vSemi nekoneénymi ¢drovymi kédy (tedy nekoneénymi posloupnostmi éernych a
bilych usek), jako tieba:

Obréazek 15: Céarovy kéd

Musim vés zklamat, takovy autobus neubytujeme. Jak to ale dokazat? Pred-
stavme si, Ze by se ndm hosty z takového autobusu povedlo ubytovat (do prazd-
ného hotelu). Nésledné vytvorme ¢arovy kéd tak, ze prvni tsek tohoto kédu bude
jiny nez prvni usek ¢arového kédu hosta v prvnim pokoji (tj. bude éerny, pokud
prvni ¢drovy kdéd zacing bile, jinak bude bily). Druhy tsek tohoto kédu bude jiny
nez druhy tsek carového kédu hosta v druhém pokoji. Treti bude jiny nez treti
usek tretiho. ..

Tak jsme vytvorili ¢arovy kod, ktery jisté prislusi né¢jakému hostovi, ale ten
nemuze byt ubytovin v prvnim pokoji, protoze se neshoduji v prvnim tseku.
Nemuze byt ani v druhém, protoze tam se neshoduji v druhém tseku... Tedy
tento host neni ubytovan.

Neubytovan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Obréazek 16: Cantorova diagonalni metoda
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Timto postupem (tzv. Cantorovou diagonalni metodou) jsme dokézali, Ze v au-
tobuse takové cestovni kancelare neni stejny pocet lidi, jako pokoji u nas v ho-
teluE Ale ocividné jich je také nekonec¢no, znaém@ ho tedy Nj.

Uloha 6 [2b]: Stejng argument lze pouZit pro dokdzdni, Ze redlngch c&isel (pro
jednoduchost z intervalu [0,1), tedy mensich nez 1 a vétsich rovno 0) neni stejné
jako prirozengch. UkaZte, jak na to. (Tim, Ze prirozend cisla patii mezi redlnd,
pak ukdzZeme, Ze je redlngjch cisel ostre vice, ale o tom aZ v dalsim dile.)

Uloha 7 [4b]: Ukazte, Ze kdyby situace nastala opacné (tedy do plného hotelu
s pokoji oznacenymi carovymi kody by prijel autobus se sedackami ocislovanymsi
prirozenymi ¢isly), tak by se novi hosté mohli bez problému nastéhovat, tedy Ze
Nl + NO = Nl.

Problém 8: V tomto dile jsme si ukdzali, jak o nejakych dvou mnoZindch rict, Ze
jsou stejné velké. Naleznéte néjaké dalsi priklady dvou nekonecnijch mnozin (tedy
mnozin, jejichZ pocet proki nelze zapsat prirozengm cislem), které jsou stejné
velké, a tuto shodnost velikosti dokazte.

Nakonec jesté zminim, ze korespondencni semindr PraSe zpracoval toto téma
dopodrobnaE dokonce s animovanou verzﬂ My se vSak budeme timto zabyvat
jen v pristim ¢isle, kde si ukédzeme, jak porovnavat mnoziny. Dale se podivame na
nekonecna v jinych oblastech matematiky, zatimco seridl PraSete se dale vénuje
mnozinam.

Jidds; |jonas .havelka@volny.cz
e-mailovd konference: nekonecna@mam.mff .cuni.cz
odevzdavejte do odevzddvaitka

10Mozn4 vés napadlo, Ze je v tomto autobuse vice lidi nez v hotelu. A méli byste pravdu,
ale neni to vzdy tak jednoduché a hlavné potfebujeme definovat, co to znamena ,vice“ pfi
nekonec¢nych poctech. To nas ¢ekd v pristim dile.

HTady tise povazujeme hypotézu kontinua za pravdivou, abychom méli hezké znaceni. O ni
se vice informaci dozvite na https://cs.wikipedia.org/wiki/Hypot/C3%A9za_kontinual

2https://prase.cz/archive/35/uvodls.pdf

3https://www.youtube.com/playlist?1list=PL2m00zES6Uw-7QDvuWxXnuyH;j5BZT40hX
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