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Uvnitf najdete nékolik témat a s nimi souvisejicich Gloh. Zamyslete se nad nimi a poslete
nam sva reseni. My vam je opravime, poSleme zpét s dalSim Cislem a ta nejzajimavéjsi
z nich otiskneme. Nejlepsi fesitele zveme na podzim a na jafe na soustredéni.
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Mili fesitelé,

v tomto Cisle se sezndmite s novymi zaddnimi témat. Budete zkoumat promeénli-
vost magnetického pole mésice v case a v experimentalnim téméatku budete zkou-
Set, jak moc je zkoumany jev ovlivnén slozenim kapaliny. V dalSim témétku se
podivame trochu vice teoreticky na cestovani v tramvaji. Tématko o algoritmech
popisuje grafové algoritmy a fungovani datovych struktur jako fronta ¢i zasobnik,
kryptografové si mohou v tématku pocist o médech blokovych sifer. Také pribylo
dalsi matematické tématko, ve kterém se dozvite néco o minimalnim vrcholovém
pokryti grafi.

Zaroven je pfed ndmi vanocni vikendovka, kterd se koné 14.-16. 12. Pokud jste
jiz prihlageni na BrNOC, nezoufejte, v sobotu je naplanovan hromadny odjezd
z BrNOCi na vikendovku. Registrace jiz byla spusténa, ptrihlasovat se muzete do
13. 12. do pilnoci. Formular najdete zde: 1url.cz/@vikendovka

Hodné stésti pti feseni vam preji

Vasi organizatori

Zadani a reseni témat

Termin odeslani 3. série: 15. 1. 2019

Téma 1 — Paradoxni vysledky
Redeni 1. série

ZadAani:
Co si myslite vy, jaky byl vysledek Bartolomeéjova pokusu? Zmrzne tepld voda drive
nez studend? Provedte podobny pokus a ovérte, zda mel Bartoloméj pravdu. Do-
porucujeme to vyzkouset mejprve s vodou, ta md vic konzistentni strukturu nez
Bartoloméjova zmrzlina (ale nikdo vam samozrejmé nebrani néco podobného vy-
zkouset). Zkuste si graficky zaznamenat zdvislost doby tuhnuti na pocdtecnd teploté
jednotlivych merent, zkoumejte i zdvislost teploty na case pro jednotlivd merend.
Jaké parametry urcuji, zda je voda zmrzld? Stanovte si okamZzik, kdy prohldsite
jednotliva méreni za ukoncend.
Reseni:
Pokud se zamyslime nad samotnou hypotézou, tak odporuje prvotnimu logickému
usudku. Pri srovnani dvou stejnych nadob s vodou lisicich se jen teplotou vody
by nadoba s teplejsi vodou méla nejprve vychladnout na teplotu té studenéjsi
vody v nadobé a pak teprve zmrznout, coz neodpovidd tomu, co bychom méli
experimentem dokéazat.

Pro provedeni tohoto experimentu je nejprve treba definovat si podminky,
které budeme dodrzovat béhem celého experimentu. Jako prostredi, ve kterém
experiment probéhne, si zvolime mrazak. Budeme pracovat s obycejnou kohout-
kovou vodou, kterou nejprve prevaifme (napf. ve varné konvici ¢i v hrnci) a poté
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nechame vychladnout na pozadovanou teplotu. Timto snizime pravdépodobnost
rozdilu v koncentraci rozpusténych minerédli (rozpustnost latky se s teplotou roz-
poustédla méni a pri pozvolném chladnuti na pocatecni teplotu nedojde k extrém-
nim zméndm ve sloZzeni). MiZeme pouzit i destilovanou vodu a tim minimalizovat
anomalie zpusobené slozenim vody tplné. Jako nddobu budeme pouzivat odmér-
nou kadinku z laboratorniho skla.

7 kvantitativniho hlediska neni dobré mérit objem, ale hmotnost kapaliny,
protoze objem je zavisly na teploté podle jejiho koeficientu tepelné roztaznosti.
Pokud vsak mérime kvantitu vody v objemovych jednotkach, tak to pro tuto chvili
nema vliv. Pfeci jen ndm zde jde o to mit u kazdého méreni stejné mnozstvi vody
a odchylky v objemu pfi teplotdch na ndmi méreném intervalu teplot od 21 °C az
82 °C jsou malé, priblizné v jednotkach mililitra.

Méfeni neni dobré provadét ve velkém mnozstvi, nebot se stane, ze pretizime
mrazak a jeho vykon zacne znacné kolisat. V zavislosti na velikosti mrazaku tedy
budeme mérit 2 az 3 nddoby najednou.

\%

Je dobré zvolit si, jaky typ teploméru budeme pouzivat. Pfi méreni bychom
meéli dbat na to, aby Sla zavirat dvirka mrazaku na doraz a nepronikalo teplo
dovnitt. Oteviené dvere by ménily vykon mrazaku a tak i celkové mikroklima a
teplotu. Podobné riziko bude hrozit pri kazdém zkontrolovani teploty vody v mra-
zéku, kdy otevieme dvefe. Zaroven nadobu s kapalinou neumistime do néjakého
stojanu z kartonu apod., narusi nam to plynulost teplotni interakce kapaliny s oko-
lim pres sténu nadoby a muze se stat, ze nase méreni nebudou vykazovat to, co
by méla, kdyby tam tato bariéra nebyla.



Dalsi bod je stanovit si moment, kdy ukonc¢ime méfeni a podle ¢eho prohla-
sime, ze voda zmrzla. Zmrznuti mizeme definovat napiiklad jako moment, kdy
se na vodé objevi prvni ledové krystaly. Nevyhoda této definice zmrznuti je ta,
ze se musime spoléhat na vlastni zrak a presné jim urc¢it moment vzniku prvnich
ledovych krystalki.

Jeden z problému ovliviujicich nase vysledky je ten, ze musime experiment
kontrolovat vizualné a otevirat dvefe mrazdku, a to zejména ke konci, kdy po-
tfebujeme urcit presné okamzik ztuhnuti. Tomuto se mizeme vyhnout napriklad
tim, Ze si zmrznuti zadefinujeme jako moment, kdy teplota vzorku vody dosdhne
teploty mensi nez 0 °C a zaroven pouzijeme teplomér s digitdlnimi senzory, které
nam budou vypisovat teplotu kapaliny pravidelné do pocitace i pri zavienych
dverich mrazaku. Pokud takové zarizeni nemame k dispozici, provedme nejprve
méfeni, podle kterého odhadneme dobu tuhnuti kapaliny a nebudeme muset mra-
zak otevirat uz od zacatku méfeni.

Sledovani doby tuhnuti v zavislosti na pocatecni teploté vody je na provedeni
snazsi nez sledovat i prabéh mrznuti vody, protoze v takovém pripadé musime
sledovat a zaznamendavat i pribéznou teplotu, ne jen ¢as, kdy voda zmrzne. Data
z naseho experimentu muzeme vidét v tabulce |1{ a na obrazcich [1|a niieﬂ

Ty t, Am  Ubytek ve hm. %
82,6°C 3928min  Tg 7%
69,9°C 37,00min  6g 6%
65,3°C  42,75min 1g 1%
60,0°C  4028min  2g 2%
41,9°C  57,43min  3g 3%
30,9°C  54,50min  2g 2%
25,0°C  51,92min 2g 2%
92,1°C  65,05min  1g 1%
21,5°C 6248min  1g 1%

Tabulka 1: Data z experimenti pro zavislost doby tuhnuti na poc¢ateéni teploté kapa-
liny, kde Ty je pocateéni teplota vody, t, je ¢as prekroceni 0°C a Am je odpar vody

Muzeme vidét, ze s rostouci pocatecni teplotou nam klesa doba, za kterou
voda ztuhne. Pro¢ tomu asi tak je? Ono totiz tepld voda zmrzne rychleji je velmi
zavadéjici uslovi. Pojem teplota se zde vztahuje k prumeérné teploté v objemu
kapaliny. Tohoto si v§iml ve svém feseni Viktor Materna, ktery spravné podotknul,
ze teplota v rtiznych mistech kapaliny je jind a tento rozdil teplot je markantnéjsi
u kapaliny s vyssi pocatecni teplotou.

1Pfehlednéjsi grafy v barevné podobé jsou k nahlédnuti v PDF verzi ¢isla na nasem webu.
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Obrazek 1: Shrnuti méreni prubéhu teploty vzorku vody v case; legenda grafu urcuje
pocatecni teplotu v experimentech zndzornénych danou kiivkou
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Obrazek 2: Vysledek zavislosti doby tuhnuti na pocatecni teploté



Zadani 3. série

V minulych ¢islech jsme experimentdlné dokazali teorii mladého fyzika Bartolo-
méje, ktery se domnival, ze tepla voda zmrzne rychleji nez studenéﬂ Kdyz jsme
podle Bartoloméjova vzoru vyzkouseli namérit i to, jak se tento jev projevuje
na riznych kapalindch, pfed nami vyvstal dalsi problém: jak ovliviiuje priibéh
tuhnuti okoli? Poté, co Bartoloméj vyzkousel, jak se tento jev projevuje na ostat-
nich kapalinach, zkoumal déale, jak se na pribéhu tuhnuti kapaliny projevi zmény
v okoli. Nejprve zkusil zaménit nddoby a namérit néjaké pokusy s alespon dvéma
nadobami s rozdilnymi rozmeéry ze stejného materialu. Poté zkusil zaménit i ma-
terial podlozi nédobyﬂ Nakonec se zamyslel, jak ovliviiuje vykon mrazaku dobu
tuhnuti.

Jak jste si mohli vSimnout ve vzorovém feseni 1. série obsazeném v tomto cisle,
pribéh a doba tuhnuti zavisi na zpusobu odvodu tepla z kapaliny. Tento odvod
tepla zavisi na veli¢iné zvané tepelny tok @, vyjadiujici prinik mnozstvi energie
valcovou nadobou se sténou o tloustce [ pres plochu kolmou na smér proudéni tepla
S pii rozdilu teplot At prostiedi dotykajicich se vodiciho pfedmétu (zde nadoby)
z obou stran. Materidl, ktery také ovliviiuje snadnost/nesnadnost priutoku tepla
predmeétem, je zastoupen veli¢inou A neboli soucinitelem tepelné vodivosti. Vzorec
pro vypocet velikosti tepelného toku pro valcovitou nddobu vypada takto:

_ )\S(t—tpl) +7TT2 +7r
) ro —7T1

Qv At~ 1) &

Dopliime, Ze | = ro — rq je zaroven rozdil vnitfniho poloméru ry a vnéjsiho
poloméru 5. Prvni s¢itanec ve vzorci reprezentuje tepelny tok pres sténu nadoby a
druhy sc¢itanec reprezentuje tepelny tok pres dno nadoby, které je vlastné rovinna
sténa. Pokud budeme opravdu disledni, tak v prvnim a druhém sc¢itanci bude
At rozdilné, jednou se tyka teploty vzduchu v mrazdku a podruhé teploty dna
mrazaku.

Problém 1: Zmerte zdvislost teploty kapaliny na case pro dve ruzné nddoby a
poté i pro dvé riznd podloZi z riznych materidli. Jak materidl nddoby a podlozi
ovlivniuje prubéh tuhnuti? Jak zdvisi doba tuhnuti na vgkonu mrazdku? Odhadnéte
ciselné pro vds konkrétni mrazdk. Diskutujte zdvislost parametri vasi nddoby a
parametri jejiho okoli na velikost tepelného toku. Pokud jste pouZili nadobu, kterd
nemd vdlcovity tvar, vzorec pro vipocet tepelného toku si najdéte napr. v odborné
literature ¢i na internetuf]

Problém 2: V tomto cisle vidite posledni pevné dané zaddani tohoto témdtka.
Pokud vsak mdte ndapady a chut mérit a otestovat dalsi faktory ovliviiujici prubeh
tuhnuti kapaliny, nebojte se pustit do experimentovdni a posilejte ndm své vysledky.
Toto plati do terminu odesldni posledni série iloh 25. rocniku.

2Pro¢ tomu tak je, se miizete dozvédét v feseni 1. &isla.
3Podlozim rozumime to, na ¢em vase nadoba stoji.
4napt. studijni text Fyzikalni olympiddy: http://fyzikalniolympiada.cz/texty/texttz.pdf
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Vase nejlepsi feseni budou zvefejnéna az na konci tohoto roéniku spolu s orga-
nizatorskymi mérenimi vysledki zadani 2. a 3. ¢isla, abyste méli dost ¢asu meérit
vse, co bylo navrhnuto a klidné i néco navic. Pokud méate dotazy ¢i zajimavé pri-
pominky, nebojte se napsat do tématkové konference nebo primo vedoucim tohoto
tématka.

Pdja a Matej; pavla.trembulakova@seznam.cz
e-mailovd konference: paradoxni@mam.mff.cuni.cz

ik

Téma 2 — Principy kryptografie
Médy blokovych sifer

V tomto ¢isle se vratime k blokovym Sifraim a budeme Tesit otdzku, jak pomoci
blokové Sifry zaSifrovat co nejlépe vétsi mnozstvi dat. Tento problém jsme Tesili
uz v prvnim ¢isle u sifry OCTA. Tam jsme zpravu rozdélili na nékolik kratsich a
ty zasifrovali nezdvisle na sobé. V tomto ¢isle se zamyslime, jaké takovy postup
ma nevyhody a jak to pripadné udélat lépe.

Reseni 1. série
Na zacatku bychom radi pfipomnéli dlohy z prvniho éisla a vybrali z doslych
prispévka jejich pékna reseni.
Uloha 1

Zadani:
Méjme libovolnd cisla a a b. DokdZete ziskat viysledky operaci or, xor a rotace
vpravo pouze pomoct opakovaného vyuZiti operact and a not?

Reseni:
Spravnych feseni prisla celd fada. Napriklad tak, ze si napiSeme tabulku pravdi-
vostnich hodnot, mizeme nalézt a nasledné ovérit, ze plati:

alb=~((~z)&(~y))
a®b=(a]b)&(~ (a&b)) =~ ((~z)&(~y))&(~ (a&D))
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Operaci rotace vpravo pomoci and a not vyjadrit nedokazeme. U operaci and a or,
a tudiz i u vsech operaci z nich slozenych, je hodnota vysledného bitu vzdy zavisla
pouze na hodnotach bitd stejného Fadu (na stejné pozici v bindrnim zapisu ¢isla).
Mozné i pravé proto se jim fika bitové operace. U rotace vpravo je ale hodnota
vysledného bitu zdvisld na bitu jiného ¥ddu (obvykle o jedna vyssiho).

Uloha 2

Zadani:

Dostali jste zprdavu 89 19 2C 8C F9 BC FA CC 6D 6C FC BD 19 59 19 C8 29,
o které vite, Ze je zaifrovand Sifrou OCTA pomoci klice 4D 41 4E 44 4D (tj.
MANDM). Jakd byla pivodni zprdva?

Reseni:

Druhé tloha vyzadovala akorat spravné pochopit schéma sifry OCTA. Mnozi fe-
Sitelé se pak poustéli do dlouhych a slozitych manuélnich vypocti. Pochvalu za-
slouzi Lucie Kuné¢arova a Doc.MM Katefina Rosicka, které si §ifru naprogramovaly.

Mohou tak jednoduse desifrovat i dalsi texty.
Zasifrovany text byl ,VOMBAT CHLUPONOSY “.

Uloha 3

Zadani:

Mizete téz zkusit zauvazZovat nad volbou Sifrovacich klici. Existuje klic, ktery vami
zvolenyj otevreny text zasifruje tak, Ze otevreny i Sifrovy text budou stejné? A exis-
tuje klic, ktery zasifruje libovolng otevreny text na Sifrovy text, ktery bude s ote-
vrengm textem shodny?

Najdete otevreny text a klic, ktery tento text zasifruje na samé 1, tj. FF?
Reseni:

Existuje kli¢, ktery zvoleny otevieny text zasifruje tak, Ze otevieny i Sifrovy text
budou stejné? A existuje otevieny text a kli¢, ktery ho zasifruje na FF?

Staci si kuprikladu uvédomit, ze posledni operace, ke které pri Sifrovani do-
chazi, je pfixorovani klice Kg. Muzeme si tedy zvolit libovolny otevieny text i
prvnich pét rundovnich kli¢t a spocitat mezistav Sifry pred prixorovanim posled-
niho rundovniho kli¢e. Pak uz neni tézké dopocitat K¢, abychom dosahli kyzeného
vysledku.

Otézku, jestli existuje univerzalni kli¢, ktery zasifruje libovolny otevieny text
na Sifrovy text, ktery bude s otevienym textem shodny, nechdme zatim otevienou.
Za jeji feseni nabizime tii body.

Uloha 4

ZadAani:

V detailnim popisu AES si muzete vsimnout, Ze v posledni rundé je vynechand

permutace MizColumns. Proc¢ tomu tak je? A proc neni vynechand i ShiftRows?
Pokud bychom i v nasi sifre OCTA wvynechali v posledni rundé permutact,

zménili bychom tim obtizZnost jejiho prolomeni?
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Reseni:
Ukolem ¢tvrté tlohy bylo prevazné dohledat na internetu informace o AES. Na
detailni popis této Sifry zde neméame dostatek prostoru, takze pouze nastinime
feseni. Upravy v posledni rundé AES jsou &sté z implementacénich divodi, aby
bylo mozné pomoci co nejpodobnéjsitho koédu Sifrovat i deSifrovat zpravy. Jsou
pritom udélany tak, aby to na vlastnosti sifry nemélo vibec zadny vliv.

Podobné bychom mohli u sifry OCTA vynechat permutaci v posledni rundé.
Pokud bychom navic adekvatné zpermutovali posledni rundovni kli¢, dostali bychom
stejny vysledek, akorat zpermutovany.

Problém

Zadani:
Predstavme si redlné vyuziti Sifry. Chcete mit aktudlni prehled o tom, kolik mdte
doma tabulek hotké cokoldady. A tak si kazZdou hodinu posilate do Skoly zprdavu
o jejich poctu. ProtozZe tato informace je ale divernd, posildte ji zaSifrovanou
pomoci Sifry OCTA s klicem, ktery zndte jenom vy.

Je k tomuto tcelu OCTA vhodnd? Pokud nékdo bude odposlouchdvat vase
zprdavy, dokdzZe z nich méco zjistit? Jak by bylo mozné zasilani zprdvy vylepsit?

Reseni:

Jako feseni problému otiskujeme bez vétsich redakénich tprav prispévek Fran-
tiska Bujnovského. Pokud vam pripadd, ze v jeho textu néco chybi nebo s né¢im
nesouhlasite, nebojte se ho doplnit vlastnim c¢lankem.

Vyuziti Sifry OCTA ke kontrole zasob Cokolady  (4b)
Frantisek Bujnovsky

Nejdiive je tfeba si uvédomit, ze je vice zpusobi, jak pocet ¢okolad zasifrovat. Ja
bych jmenoval asi t7i zdkladni:

1. Doma je 5 tabulek hotké ¢okolady
2. Pét
3.5

Prvni zpisob poskytuje odposlouchaci (dale budu znacit OD) velké mnozZstvi
materidlu, se kterym by mohl pracovat. Obecné pro OD je velice obtizné zjistit,
kolik rund mé Sifra, jaky je presné kli¢, jakd je substituce a dalsi... A tak se
bude snazit (alespori ja bych to na jeho misté délal) pfifadit ur¢itému znaku
pismeno. Je obecné zndmo, ze samohléasky se v textu opakuji ¢astéji nez souhlasky,
a napft. v tomto textu se opakuje t¥ikrat pismeno A a ¢tytrikrat O. Mohl by si tedy
natipovat, co je tenhle znak a co zase tenhle (moznd by ho trochu mohla zmast
mezera — nékteré Sifry mezery nepiSou). Taky je podezielé, Ze se méni pouze jeden
udaj (par znakl v tvrzeni, zbytek ztstdva stejny az obcas na néjaké sklonovéni,
ale to je zanedbatelné). Casem by OD mohlo dojit, ze je to pravé &islo, které se
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méni a zbytek zlstava stejny. Protoze co jiného by se ménilo? Maximalné by to
mohl byt néjaky ndzev, ale to je tak vSechno, co mé napada. A zde nardzime na
nebezpedi c¢islic. Kdyz se pocet ¢okolad pohybuje do 10, je to v klidu, ale jak se
zatne zvysovat, tak se v desitkové soustavé zacnou ¢&isla opakovat (jako v kazdé jiné
soustavé, napr. 1 se opakuje v éislech 12, 13, 14). Tedy pokud bychom k zasifrovani
pouzivali pouze ¢isla zapsand v ¢islicich, mohl by OD tohle pozorovat. Ze zacatku
by si mohl myslet (kdyby mu doslo, Ze je to ¢islo), Ze dvouciferné éislo je ¢tyteiferné
¢islo (nezasifrovana 1 je v ASCII jako (31)16), ale ¢asem by mu doslo, Ze se dvojice
znaki opakuji a ze existuje pouze deset druht dvojic. Pak by zacal tipovat a mohl
by nasi Sifru prolomit. Ovsem na rozdil od abecedy zde neexistuji samohlasky a
souhlasky, takze nelze tim, Ze by tam jedno ¢islo bylo vickrat nez jednou, urcit,
Ze je to 1E| Tedy tenhle zptisob je skoro neprolomitelny. Pouze pokud by se pocet
¢okoldd ménil vzestupné po pravidelnych mezerach (napt. +1) az do doby, kdy
se k ¢islu musi pridat dalsi cifra. V tomto pripadé by se dalo néco vypozorovat —
urcit, které znaky znamenaji jaké ¢islo, atd.

Obtiznost Sifry by se dala zvysSit odstranénim mezer mezi znaky. U nasi Sifry
jde o to, Ze dva znaky znali jedno pismeno, ¢éislo, mezeru, nebo jiné (A = 41
atd.). Pokud tedy nechdvdme za kazdou dvojici mezeru, je skoro jasné, ze mame
pouze 10 riznych ¢islic. Co kdybychom ale napsali ¢islo ¢islovkami? Obavam se,
7e je to v podstaté to samé, akorat ve vétsim métitku. Budou se tu opakovat
min. Sesticlenné fetézce znaku (3 = ti1 = 54 52 49). Kdyz OD spod¢itad pocet
pouzitych Fetézcti, mohl by pfijit na to, Ze se jich opakuje pouze 10. Sice by se
néktera c¢isla v Siffe nemusela viibec objevit, ale i tak je podezielé pouzivat porad
stejné fetézce. Jak bychom to ale mohli ztizit? Napf. Siffe priddme jesté néco jako
+1. Ke vSem idajim v pondéli pricteme 1, ke vSem v utery 2, atd. Nebo prosté
v néjakém sledu ménit substituéni tabulku. Neni to nerozlustitelné, ale OD poté
potiebuje vice materidlu na lusténi. Cim nepravidelnéji by se tento systém ménil,
tim tézsi by bylo prolomit ho. OvSem prijemce a odesilatel se v tomto pripadé musi
domluvit, coz je tady jednoduché, protoze chodim kazdy den domt. V pripadé
néjakych mezinarodnich komunikaci se ale systém nemtze moc ménit, protoze
oznameni o zméné se nemuze poslat v Siffe, u které hrozi, ze byla prolomena, a
tak by se nic nezménilo — Sifra by zustala dal prolomena.

Také by se to dalo ztizit tim, Zze bychom 30 minut po poslani pravé poslali
falesnou Sifru, ve které by byly néjaké jiné idaje (moznd i napsané jinym systé-
mem).

Kdyz uz OD Ssifru prolomi, je dobré, Ze ze samotného ¢isla nic nezjisti (tedy
pokud nenapiSeme ,,Doma je 5 tabulek ¢okolady“). MuzZe si myslet, Ze je to pocet
kralikid, penize, heslo nebo jiné. ..

K feSeni spravné Sifry by ale bylo dobré vytvofit si tabulku (4 = 41, B =
42, atd.), nebo naprogramovat si program, protoZe prepoé¢itan{ kazdého znaku
zvlast je casové narocné. V tomto pripadé by ale samoziejmé mohl OD tabulku
ukradnout, takze nejlepsi bude si ji udrzet v paméti.

5 Pozndmka redakce: Toto turzent obzuldsté doporucujeme vasi pozornosti. Souhlasite s nim?
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Jesté bychom mohli zménit tabulku, ale jak uz jsem fikal, je blbost zkousSet
rizné matematické operace, aby ndm vysla ona pismena, protoze je strasné mnoho
moznosti. Daleko leh¢i je prosté jenom tipovat znaky, které se opakuji. Ménit
tabulku tedy moc nemé smysl, pokud ndhodou OD nepouziva néjaky program,
ktery zkusi nékolik tisic moznosti za sekundu, coz je mezinarodné mozné, ale
v tomto pripadé spise nepravdépodobné.

Zadani 3. série
Sifrovan( delgich textd

Vratme se ke zkouméani moznosti, jak zasifrovat delsi texty. Zpasobtim, jak pomoci
blokové sifry s pevnou délkou bloku zasifrovat delsi zpravu se fika mody, ve kterych
je tato Sifra pouzita.

Zatim jsme vzdy zpravy rozdélili na nékolik kratsich a ty Sifrovali nezdvisle na
sobé. Tomuto postupu se ¥ik4, ze Sifrujeme v médu Electronic Codebook (ECB).
Prispévek Frantiska Bujnovského ukazuje na zasadni nedostatek: pokud se né-
jaké bloky vstupniho textu opakuji, opakuji se ty samé bloky i v Sifrovém textu.
Specidlné u sifry OCTA tedy Sifrovani pomoci ECB odpovida permutaci znak.

tA N}

G

Problém 1 [3b]: Vyberte si libovolny bitmapovy obrdzek (napriklad formdt BMP)
a zaSifrujte jeho obrazovd data (tedy vée kromé hlavicek) pomoci Sifry OCTA s kli-
dem MANDM (t.j. 4D 41 4E 44 4D) v médu ECB. Mél by opét vzniknout zobrazi-
telny obrdzek. Jak se od toho puvodniho lisi? Puvodni obrizek i jeho zaSifrovanou
podobu ndam zaslete.

Pokud si nechcete hrdt s obrdzkovymi formdty, tak si vzorovy obrdzek vcetné po-
pisu, jakou oblast je zahodno zasifrovat, muzete stdhnout z naseho webu ze stranky
vénované témdtkll

Shttps://mam.mff.cuni.cz/problem/2203
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Proto se v praxi pouzivaji spise jiné mody. Asi nejrozsirenéjsim je Cipher Block
Chaining (CBC). V tomto médu se k otevienému textu vzdy nejdiive pfixoruje
predchozi zasifrovany blok a vysledek se nasledné zasifruje. Protoze pri Sifrovani
prvniho bloku zadny predchozi blok neni k dispozici, vygeneruje se nahodny text
o velikosti bloku, kterému se rika inicializacni vektor, a misto predchoziho zaSifro-
vaného bloku se pouzije ten. Hodnota inicializa¢niho vektoru se pak ulozi spole¢né
se zaSifrovanymi daty. Schématicky je CBC mdd zachycen na Obrazku [3]

otevreny text otevreny text otevreny text
OTTTTTTITTTT TTTTTTTTTTT] OTTTTTTTTTTT
inicializa¢ni vektor (IV)
M — - -
oy blokové iy blokové oy blokové
kli¢ —— v L. kli¢ —— v L. kli¢ —— v L.
Sifrovani Sifrovani Sifrovani
TTTTTTITTTT OTTTTTTTTTTT] OTTITITITTTT
Sifrovy text Sifrovy text Sifrovy text

Obrazek 3: Sifrovani pomoci CBC médu

Problém 2 [3b]: Zasifrujete obrdzek z Ulohy 1 také pomoci Sifry OCTA se stejnym
klicem v CBC médu. Jaky je visledek tentokrat? Opét nam oba obrdzky poslete.

MizZeme si vSimnout, ze nyni tprava jednoho bloku ovlivni i vS8echny nésle-
dujici bloky. Specidlné volba inicializa¢niho vektoru ma vliv na vSechny bloky
Sifrového textu. Pokud tedy zasifrujeme ta samé data s jinym inicializacnim vek-
torem, dostaneme zcela odlisny Sifrovy text. Obvykle se voli sifrovaci vektor novy
pro kazdé sifrovani. Takze kdyz zaSifrujeme vicekrat ta samé data, nebude to na
sifrovych textech (snadno) poznat.

Desifrovani dat zasifrovanych pomoci CBC médu probihd obracené nez sif-
rovani, tedy nejdiive desifrujeme Sifrovy text a nésledné prixorujeme predchozi
blok sifrového textu, pripadné inicializa¢ni vektor. Proces desifrovani zachycuje
Obrazek [@

Problém 3 [2+2b]: Pokud zaSifrujeme hodné dat pomoct Sifry s malou velikosti
bloku, musi se jednou stdt, Ze dostaneme dva stejné bloky sifrového textu.

Plynou z toho v pripadée vyuziti CBC mddu pro Sifrovani néjakd bezpecnostni
rizika?

Kolik textu musime pramérné zasifrovat blokovou Sifrou s bloky délky 8 (to je
napriklad OCTA), neZ dostaneme dva stejné bloky Sifrového textu? Predpoklddejte,
ze mdte ndhodny vstupni text a idedlni blokovou Sifru.
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Sifrovy text Sifrovy text Sifrovy text
[TTTTTTTITTTT (TTTTTTTTTTTT] OTTITITITITT
blokové iy blokové oy blokové

kli¢ — Y. . v < . v -~
desifrovani desifrovani desifrovani

inicializa¢ni vektor (IV)
I —— > . 5
OTTTTTITTTIT OTTTITITTTTT] ITTITTITTIT]
otevreny text otevreny text otevreny text

Obrazek 4: Desifrovani dat zasifrovanych pomoci CBC médu

Problém 4 [2b+]: Nevghodou CBC mddu je, Ze k zaSifrovdni bloku potrebujeme
zndt hodnotu predchoziho bloku Sifrového textu. NemiZeme tedy vypocty provddeét
paralelné. Dokdzete dohledat mebo vymyslet mad, ktery bude zachovdvat vyhody
CBC mdédu a pritom bude umoziovat vjpocty provddét (alespori cdstecné) para-
lelne?

Pokrocilejsi mody

Obcas od médu blokové sSifry nechceme pouze, aby zamaskoval situace, kdy mame
v otevieném textu vice stejnych bloki nebo kdy posilame vicekrat tu samou za-
Sifrovanou zpravu.

Existuji pokrocilejsi médy, pomoci kterych je mozné napriklad ovérit, ze za-
Sifrovanou zpravu nikdo neupravoval. K témto médim se jesté ke konci tématka
dostaneme. Pokud by se ale nékomu chtélo si néjaké najit a napsat o nich pékny
¢lanek, radi tento text uverejnime a autora adekvatné bodové ocenime.

Kuba, Kdta o Lenka; jakub.topfer@matfyz.cz
e-mailovd konference: krypto@mam.mff.cuni.cz
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Téma 3 — Neznamy meésic
Regeni 1. série

Na riesenie vSetkych tloh sa daji pouzit primitivne vyrobené pomdcky. Vacsinu
postupov ludia objavili uz pocas antického Grécka.

Uloha 1

Zadani:
Zavedte navigacni systém a navrhnéte ndstroje a metody pro navigaci.
Reseni:
7 poznatku, ze mesiac nema viazanu roticiu, ndm pomodze cestujica planéta na
oblohe ako orienta¢ny bod. Z jej pohybu po oblohe si budeme méct vytvorit
svetové strany podobne ako z hviezdy cestujticej po oblohe. Vedeli by sme uréit
smer vychodu a zapadu planéty, ale to iba v pripade, Ze sme na strane otocenej
k planéte. Taktiez orientacia podla hviezd pripadd v tvahu pocas nepritomnosti
hviezdy a planéty na oblohe.

Kompas by ndm v tomto pripade velmi pomohol a to aj primitivne vyrobeny.
V pripade pritomnosti magnetického pola z mesiaca by sme mohli zaviest svetové
strany podla neho. Ak by toto magnetické pole bolo slabé alebo neexistujuce, vi-
eme ze vacsina plynnych obrov ma magnetické pole a mohli by sme zaviest svetové
strany podla magnetického pola planéty. Bol by to komplikovanejsi systém, ale
bol by pouzitelni.

Na orientaciu na kratku vzdialenost by sme mohli vyuzit vyznacne body a
to vysoké hory, divne tvarované skaly a pripadnt vegetaciu. Vegetacia by mohla
poskytovat tiez urcenie svetovych stran ako je to tu na Zemi.

Uloha 2

Zadani:

Zjistéte gravitacni zrychlent, velikost, parametry rotace a obézné drdhy meésice a
planety.

Reseni:

Gravitacné zrychlenie: Najjednoduchsi experiment je volny pad na zndmej vzdia-
lenosti, kde vyuzijeme jednoduchy vzorcéek:

1 2
= —gt
s 297

kde s je dizka volného padu, g gravitaéné zrychlenie a t ¢as padu.
Zlozitejsi ale presnejsi experiment by bolo pouzitie kyvadla pri malych uhloch
kmitania. Matematické kyvadlo urcené vztahom:

T=2mw i
g
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kde T je periéda a I dizka kyvadla. Pre lepsie vysledky je mozné poéitat s fyzi-
kalnym kyvadlom:

T=2m i
mgl
kde J je moment zotrvacénosti kyvadla, m hmotnost kyvadla a [ je dlzka kyvadla
od osi rotacie po tazisko.

Kyvadla st jednoduché na zostrojenie, ale ak by sme napr. chceli zistif dobu
rotacie okolo vlastnej osi mohli by sme zostrojit Foucaultovo kyvadlo. Ide o velmi
dlhé kyvadlo, ktoré na poloch za jednu rotaciu mesiaca okolo vlastnej osi, iplne
otodi svoju rovinu kmitov v smere alebo protismere hodinovych ruciciek. Tento
pohyb by sme nepozorovali na rovniku a na 30 ° Sirky by sme pozorovali otocenie
osi kmitov iba o 180 °. Riadi sa funkciou sin zo zemepisnej sirky. Pravdaze museli
by sme mat zisteni najlepsie polohu pélov, aby sme mohli vykonat experiment.
Taktiez by sme vedeli ur¢it polohu rovniku — kyvadlo by sa tam nesticalo a
pomohlo by ndm to s orientdciou. A ak by sme mali uréeni dobu rotécie, vedeli by
sme z kyvadla uré¢it polohu na zemepisnej sirke. Ako by to bolo praktické so sebou
nosit napr. 18 kg zavazie na 21 m sSnire ako Foucaultovo kyvadlo nachidzajtce sa
v budove matfyzu Ke Karlovu 5 je otazne.

Velkost a obezné drahy mesiaca a planéty:

Velkost mesiaca je mozne vypodéitat zo zakrivenia povrchu. Ak ndjdeme do-
stato¢ne ,,rovni“ plochu alebo vodnu hladinu, mézeme vypocitat velkost mesiaca

pomocou:
d=\/h(2R+ h)

s = Rcos™! <Rl—i%—h)

kde d je vzdialenost pozorovatel-objekt, h vyska objektu, R polomer a s vzdiale-
nost na kruhovej ploche (obrazok [5).

Taktiez by sa dali pouzif tiene vrhnuté rovnakym objektom v rovnaky cas na
inych miestach. To by bolo dost nepraktické pre jedného cloveka. Taktiez chceme
aby miesta boli kolmo (severne alebo juzne) na smer pohybu hviezdy. Ale ak by
clovek s istotou vedel o mieste, kde v dany ¢as nebudu objekty vrhat tien, teda
svetlo bude dopadat kolmo, bude mu stacit odmerat dizku tiefiu, z ktorého zisti
uhol 7 pri vrchole predmetu (predpokladdme, Ze vieme dizku predmetu, ktory
vrhé tien). Dalej potrebuje vediet vzdialenost miest merania. Za predpokladu, Ze
dopadajice lice st paralelné, bude namerany uhol rovnaky ako uhol v strede me-
siaca medzi danymi miestami. Zo vzorcu pre ¢ast obvodu kruznice ur¢ime polomer

mesiaca.
s 360

Grécky astroném a matematik Aristarchusve vo svojej précﬂ vypocital po-
lomer Mesiaca, Slnka a velkost obeznych drah Mesiacu a Zeme okolo Slnka ako

7https ://en.wikipedia.org/wiki/On_the_Sizes_and_Distances_(Aristarchus)
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Obrazek 5: Nédkres pre vypocet polomeru mesiaca

nasobky Zemského polomeru alebo polomeru Mesiaca. Vyuziva dvoch postaveni
Slnko—Zem—Mesiac. Ked je mesiac v tieni Zeme (zatmenie Mesiaca) a postave-
nia v pravouhlom trojuholniku Slnko-Zem-Mesiac, ked je pravy uhol v Mesiaci
(poloviény Mesiac). Bude potrebné presné meranie uhlov. Aristarchos sa dostal
na radovy odhad, kvoli zanedbaniam v geometrii a nepresnostou merania uhlov
pod 1°. Pre vypocet je potrebné zistit 3 uhli, a to uhol Slnko—Zem—Mesiac pri
trojuholnikovom usporiadani ¢ a uhlovi velkost Slnka a Mesiacu 6. Nakoniec vel-
kost polomeru Zemského tienu d v priemery Mesiacu. To je mozné vypocitat zo
znamej obeznej doby Mesiaca a ¢asu, po ktory v nom bude schovani.

Obrazek 6: Usporiadanie pri zatmen{ mesiaca

V nasom pripade, bude pocitat s polovicnou planétou, ¢o ndm oproti pévod-
nému prikladu nezmeni vypocet z uhlu ¢. Z uhlu ¢ zistime pomer vzdialenosti
planéta—hviezda PH ku vzdialenosti planéta—mesiac PM:

PH

W = tan(gp)
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Obrazek 7: Usporiadanie pri polovi¢nej planéte

Po vyuziti podobnosti trojuholnikov pri zatmeni mesiaca dostaneme pomer polo-

meru hviezdy a mesiaca:

PH _tH _

PM_TM_
d

n— —
M

Kde x a n pouzijeme na zjednodusenie dalsich vztahov. Nakoniec dostaneme po-
mery, ak si upravime rovnice o podobnosti trojuholnikov:

rvo_ 14w
rp x(1+n)
TH 1+
rp 14n
PM 1 360
— =1+ TN —
rp tg(F)
PH TH (1 1 ) o rH 360
rp rp tg(%") rp w0y

kde r s indexami H, P a M st polomery hviezdy, planéty a mesiaca. Uhly 6 su
uhlové velkosti planéty a hviezdy. Predpokladame, ze z planéty by sme namerali
rovnaku uhlovi velkost hviezdy. Aproximécia plati iba pri malych uhloch.
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Dobu obehu planéty mesiacom je jednoduché urcit z periodického striedania
novu a splnu u Mesiaca. Ak odmeriame dobu medzi dvomi novmi alebo splnmi
planéty, zistime tak v pripadé nasho neznamého mesiaca dobu obehu okolo pla-
néty. Dobu rotéacie okolo vlastnej osi uré¢ime jednoducho ak z rovnakého miesta
na mesiaci uvidime planétu v rovnakej pozicii na oblohe, a tedy napr. cas medzi
dvomi zapadmi planéty alebo hviezdy za horizontom.

Urcenie obezného ¢asu bude zlozZitejsie v pripade planéty. Museli by sme po-
zorovat polohu hviezdy a hviezdnej oblohy. Ak by sme videli zase rovnaké uspo-
riadanie, vedeli by sme odhadntf obeznia drahu planéty. Mohli by sme sledovat
hviezdnu oblohu v rovnakej polohe hviezda—planéta—mesiac, teda v tieni planéty.
Chyba odhadu obeznej doby planéty by bola max. pomer obeznych ¢asov mesiaca
a planéty. Pravdaze s velkym poctom merani by sme tito hodnotu vedeli uréit
presne. Pre zistenie rotacnej doby planéty budeme potrebovat obeznt dobu mesi-
aca. Planéta m4 vyrazné burky ako Jupiter, ¢o nam dost poméze. Ak by sme tito
burku pozorovali na rovnakom mieste po urcitej dobe, museli by sme od tejto doby
odpocitat /pripocitat podla smerov roticie a obehu ¢as alebo uhol, ktory mesiac
obehol okolo planéty, za predpokladu, ze birky sa na povrchu nepohybuju.

Problém

Zadani:

Muiizete urcit jesté méco jiného pomoci obecné dostupnich predméti — napr. kdy-
byste meli lékarnicku ¢ néjakou kosmetiku?

Reseni:

V beznej kozmetike a lekarnicke si rézne chemické zliceniny. Nevedeli by ste
pomocou nich urcit pritomnost inych prvkov a chemickych zlicenin v pdde alebo
v atmosfére? V zadani mame, Ze atmosféra je rovnako velka a hustd, ale nemusi
mat rovnaké zlozenie. Pritomnost kysliku je jednoduché urcit, ak zapalime nejakd
horTav vec. Taktiez by sme mohli urcit podla velkosti plamena a rychlosti horenia
¢i je obsah kysliku mensi, porovnatelny alebo vacsi ako u nds na Zemi. Ak by



FREA  XXV/3 19

atmosféra neobsahovala kyslik a pri malom vypusteni kysliku do atmosféry a iskre
by nastalo vzplanutie vedeli by sme, ze atmosféra pravdepodobne obsahuje metan
a rovnakym spésobom by sa dal potvrdif aj pritomnost Hy. Metan bol najdeni na
Marse a velkych mesiacoch v Slne¢nej ststave. Urcite existuje pomaly nekonecno
moznych chemickych reakcii na dokdzanie pritomnosti réznych zlicenin v péde a
atmosfére, preto by som nechal tento problém este stale otvoreny.

Zadani 3. série

P1i prizkumu meésice jste nalezli dalsi tlomky své lodi. Jeden obsahoval digitalni
magnetometr. Nechali jste ho na své zdkladné, kterd je na rovniku meésice, a
zaznamenavali jste po dobu jednoho obéhu kolem planety amplitudu magnetické
indukee (viz obrézek [g)).

35 T T T T T T T T

30

25

20

15

10

Magnetickd indukce [uT]

0 | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Cas [hod]

Obrazek 8: Méreni magnetické indukce po dobu jednoho obéhu kolem planety

Vnéjsi magnetické pole planety mizete modelovat pomoci dvou péli, z nichz
kazdy lezi v poloviné usecky mezi stfedem planety a jednim z jejich rotac¢nich
pola. Jeden pdl bude kladny, druhy zaporny. Magnetickou indukci B v urcitém
bodé pak pocitame stejné, jako bychom pocitali intenzitu elektrického pole, kdyby
to byly dva kladné naboje. Miizeme ale zanedbat konstanty, protoze ,magneticky
ndboj“ péli @ nemd zddnou fyzikdlni reprezentaci. Pocitdme tedy B = %, kde
r je vzdéalenost magnetického naboje od mista vypoctu indukce.

Co o planeté a mésici vite predem: polomér mésice R, = 5000km, polomér
planety R, = 110000 km, polomér obéhu meésice a,, = 400000 km, sklon rotacni
osy planety vic¢i obézné drize mésice § = 25°, perioda rotace mésice 22hod,
perioda obéhu meésice 1700 hod.

Problém 1 [2b]: Vysvétlete, ¢im je zpisobeny tvar grafu na obrdzku @
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Problém 2 [5b]: Urcete amplitudu magnetické indukce na pdlech mésice, pokud
zanedbdte pole zpusobené planetou, a amplitudu magnetické indukce na pélech pla-
nety, pokud zanedbdte pole zpisobené mesicem.

Kuba a Kubo; kusnir. jk@gmail.com
e-matlovd konference: mesic@mam.mff.cuni.cz

Téma 4 — Algoritmy od nuly (do n)
Grafové algoritmy

Zadani 3. série

Jiz potTeti vas vitdme u naseho informatického témétka. Opét pripominame, ze
tématko velmi tizce navazuje na predchozi dily, Zze je urceno pouze pro resitele,
ktefi nejsou dobfe obezndmeni s koncepty, které se spolecné snazime vymyslet, a
ze sepsané teseni by vzdy meélo obsahovat slovni popis algoritmu a uréeni ¢asové
slozitosti, pokud neni v zadani fec¢eno jinak.

V dnesnim dilu budeme vymyslet grafové algoritmy. Nez se do nich ale pustime,
budeme si muset kratce rict néco o tom, jak v pocitaci ukladat informace, abychom
k nim dokézali rychle pfistupovat (coz je mimochodem jednim z hlavnich tkoli
teoretické informatiky).
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Datové struktury

Datova struktura je urcity zpusob ukladani dat v pocitaci. Z vnéjsiho pohledu nés
zajimé predevsim to, jaky druh dat muzeme do datové struktury ukladat (¢asto
tfeba budeme chtit, abychom uklddané prvky uméli porovnévat) a jaké operace na
nich mtzeme provadét (to muze byt t¥eba vyhleddvin{ nebo nalezeni nejmensiho
prvku). V zévislosti na tom, jak datovd struktura uvnitf funguje, potom maji
rizné operace ruznou casovou slozitost. To zni dost abstraktné, proto si hned
ukézeme priklady dvou jednoduchych datovych struktur.

Zasobnik je datova struktura podporujici dvé operace — push a pop. Muzeme si
ho predstavit jako srovnanou hromadku knih. Kdyz chceme knihu na hromadku
pridat, pridame ji vzdy tplné nahoru. To odpovida operaci push, ktera vlozi prvek
do zasobniku. Pokud chceme knihu odebrat, vezmeme si samoziejmé také tu aplné
nahofe (jinak by ndm hromadka spadla). Tak funguje operace pop — vrati ndm
posledni pridany prvek, ktery jsme jesté neodebrali a odebere ho ze zasobniku.

Implementace zasobniku je jednoduché — vytvorime si dostatecné dlouhé pole
(jeho délka je dand maximalnim poétem prvku v zasobniku, ktery predpoklddame,
Ze zndme predem) a proménnou delka, kterd ndm bude fikat, kolik je v zdsobniku
aktualné prvkia. Operace push vzdy ulozi vkladany prvek na pozici delka + 1 a
zvétsi proménnou delka o jedna. Operace pop naopak vrati prvek z pozice delka
a zmensi proménnou delka o jedna. Nas zasobnik tedy umi operace push i pop
v konstantnim case.

Fronta je zasobniku dost podobnd. Operace pridani a odebrani se obvykle
nazyvaji enqueue a dequeue (¢ti /m'kjur/ a /diz'kjuz/) a funguji tak, jak byste od
poctivé fronty ¢ekali. Enqueue tedy prida prvek na konec fronty, dequeue odebere
prvek ze zacatku a vrati ho.

Frontu muzeme implementovat tfeba spojovym seznamem. Prvky budeme mit
nyni ulozené na raznych mistech v paméti a u kazdého z nich si budeme pama-
tovatﬂ kde lezi nésledujici prvek, pfipadné Ze je dany prvek posledni (v podstaté
mame pro kazdy prvek pole délky 2, ve kterém je na prvni pozici ulozena hodnota
prvku a na druhé adresa nésledujiciho prvku). Kromé toho si budeme v promén-
nych zacatek a konec pamatovat, kde lezi prvni a posledni prvek fronty. Operace
enqueue tedy vytvori pole velikosti 2, ulozi do néj novy prvek, upravi informaci
u posledniho prvku fronty, aby odkazoval na toto nové pole, a na zavér zméni
proménnou konec, aby ukazovala na novy konec fronty. Operace dequeue se po-
diva na prvni prvek fronty, upravi proménnou zacatek, aby odkazovala na druhy

8Pokud jste necetli posledni ¢4st prvniho dilu naseho témétka, tak vézte, ze kazd4 proménns
nebo pole lezi nékde v paméti, kterou si mizeme predstavit jako nekonecnou posloupnost ctve-
recku (pamétovych bunék), které jsou ocislované celymi ¢isly. Pole je prosté souvisly usek bunék,
zatimco proménna je jedna konkrétni bunka. Pole i proménné maji tedy vzdy svou adresu — je
to ¢islo jejich prvni bunky. Tuto adresu si tedy miuzeme jako jakékoliv jiné celé ¢islo nékam ulo-
zit, abychom véc na adrese zase znova nasli, az ji budeme potiebovat. Takovéto ulozené adrese
fikdme pointer (Cesky ukazatel), protoze ,ukazuje“ na dané misto v paméti. Pojmenované pro-
ménné jsou ve skutecnosti jen prezdivky za tyto ukazatele — k6d s proménnymi pojmenovanymi
celymi ¢isly by totiz byl velmi tézko Citelny.
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prvek fronty, a prvni prvek fronty smaze.
chdme si je ale do nékterého z dalsich dild témétka a radéji se pustime do slibo-
vanych grafovych algoritmi.

Teorie grafti

Pokud si pod pojmem graf predstavite graf funkce v souradném systému, muzete
na tuto predstavu pro dnesek zapomenout. Graf z teorie grafa totiz vypadd tplné
jinak — muzete si ho predstavit jako puntiky nakreslené na papire, z nichz nékteré
jsou spojeny carami. Prikladem grafu je tedy tfeba strom z minulého dilu naseho
tématka nebo obrazek @ Formélnéji feceno je graf mnozina wvrcholi (znacime ji
V) a mnozina jejich (neuspofddanych) dvojic, kterou zna¢ime E. Témto dvoji-
cim vrchola fikdme hrany. Vrcholy a hrany tedy odpovidaji puntikiim a cardm
v nakresleném grafu. Graf na obrazku [0] m4 tedy 12 vrcholi a 12 hran.

Pocet vrcholu grafu obvykle zna¢ime n, pocéet hran m (bude se ndm to hodit, az
budeme vyjadfovat ¢asovou slozitost grafovych algoritmit). O vrcholech, které jsou
s vrcholem spojeny hranou, rikdme, ze jsou jeho sousedy. Pocet sousedu vrcholu
(coZ je pocet hran z néj vedoucich) je stuperi vrcholu. Cesta v grafu je posloupnost
vrcholi takovd, ze mezi kazdymi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy vede hrana a
zédny vrchol neni v cesté obsazen vice nez jednou. Muzeme si to predstavit tak, ze
chodime po grafu a zapisujeme si, kterymi vrcholy jsme prosli, priCemz si davame
pozor, abychom zadnym vrcholem neprosli vicekrat. Délkou cesty myslime pocet
jejich hran (tedy pocet vrcholit minus jedna) a vzddlenost dvou vrcholu je délka
nejkratsi cesty mezi nimi. Pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy v grafu vede cesta,
ifkdme, ze je graf souvisly. Graf na obrazku [0 tedy souvisly neni, protoze mezi
vrcholy 3 a 4 nevede cesta (v takovém pripadé fikdme, Ze vzdalenost vrcholu je
00). Cyklus (nékdy téz kruznice) v grafu je cesta na alespon tfech vrcholech, jejiz
koncovy a poéatedni vrchol jsou sousedi (cyklu ale nalezi i hrana, spojujici zac¢atek
a konec cesty). Délka cyklu je pocet jeho hran, tedy délka ptislusné cesty 4+ 1. Na
obrézku [J] je vyznacen cyklus délky 5 na vrcholech 1, 2, 5, 10 a 11. Pokud graf
neobsahuje zadny cyklus a je souvisly, fikdme mu strom (setkali jsme se s nim
v minulém dilu naseho témétka) Nékdy se hodi oznacit ve stromé jeden z vrcholi
jako koren. Soused vrcholu, ktery lezi na cesté ke koreni je potom jeho otec, zbyli
sousedé jsou jeho synové (viz obrézek v minulém dilu).

Jako informatiky by nas jesté mélo zajimat, jak takovy graf reprezentovat
v pocitadi.

Problém 1 [3b]: Vymyslete, jak do paméti uloZit graf, abychom pro kazdy jeho
vrchol mohli v case O(pocet jeho sousedit) najit vSechny jeho sousedy a abychom
zdrover umeli do grafu v konstantnim case pridat hranu ¢ vrchol (tim uz dokdzZeme
zaroveri cely graf v dase O(n + m) vyrobit, pokud nam nékdo postupné ddivd jeho
vrcholy a hrany). Nemusite osetrovat pripady nevalidnich vstupt, jako je treba
pridant jiz existujictho vrcholu.
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Obrazek 9: Graf

Otézka, kterou byste si nyni méli polozit, je: A k ¢emu je to vsechno dobré?
Odpovédi je samoziejmé piilis mnoho na to, abychom je zde vypisovali — grafové
problémy ve skute¢nosti mizeme najit v mnoha oblastech bézného Zivota (a navic
na né dokazeme prevést — a tim vyresit — spoustu problému, které na prvni pohled
nemaji s grafy nic spoleného). Jedna z ocividnych aplikaci je, Ze si muzeme
vSechny silnice a kiizovatky (v daném mésté, staté, ¢i na celém svété) predstavit
jako graf. Hledani nejkratsi cesty mezi dvéma misty je potom vlastné problém
z teorie grafu (kdyZ zanedbdme jednosmérky, zdkazy odboceni a dalsi. . .)

Pocitani vzdalenosti

Aby nejkratsi cesta v grafu odpovidala nejkratsi cesté ve skute¢nosti, méli bychom
jesté nyni kazdou hranu grafu ohodnotit délkou odpovidajici cesty v realité. Délku
cesty v grafu bychom pak nepocitali jako pocet hran, ale jako soucet ohodnoceni
vSech hran na cesté. Pro dnesek si ale problém zjednodusime a bude nés skutecné
zajimat pouze pocet hran. Budeme hledat nejkratsi cesty z daného vrcholu v do
vsech zbylych vrcholi grafu (najit nejkratsi cestu mezi dvéma konkrétnimi vrcholy
stejné v nejhorsim piipadé nejde o nic rychleji). Udéldme to tak, Ze nejdiive
najdeme vsechny vrcholy ve vzdalenosti 1 od v. To umime jednoduse — jsou to
prosté jeho sousedi, které mame u vrcholu v ulozené. Jak ale pokracovat pro
vrcholy ve vzdélenosti 27 Pokud budeme umét najit pro kazdé k vSechny vrcholy
ve vzdalenosti k od vrcholu v, je tim nas problém vytesSen.

Problém 2 [2b za algoritmus, 1b za slozitost]: Vymyslete zpisob, jak pro kazZdy
vrchol grafu spocitat jeho vzddlenost od daného vrcholu v.
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Jakou casovou slozitost ma vas algoritmus? Prvni tvaha nad néjakym pro-
blémem casto vede na velmi pomaly algoritmus. V takovém piipadé byva dobré
polozit si otdzky: ,Pro¢ je algoritmus tak pomaly?*“, ,,Cim travi zbyteéné mnoho
casu?*, [ Nedéld néco zbytecné vicekrat?“ Odpovéd nam mize pomoct vymyslet
néjaké vylepseni, které d& vzniknout algoritmu s rozumnou ¢asovou slozitosti.

Jedno z takovych vylepseni se nazyva memoizace. Tato metoda spociva v tom,
ze pokud v nasem programu ¢asto volame néjakou funkci, ulozime si vzdy po jejim
vyhodnoceni, s jakymi parametry jsme ji volali a jaky nam vratila vysledek. Pri
kazdém volani si pak zkontrolujeme, jestli jsme funkci uz se stejnymi parametry
nékdy nevolali. Pokud ano, nemusime ji znova volat — pouzijeme diive ulozeny
vysledek. Pro rozumné velké hodnoty parametrii (velké polynomidlné ve velikosti
vstupu — tedy velké O(n¢) pro néjaké fixni ¢ nezévislé na n) toto lze udélat v pru-
mérném case O(1).

Memoizaci mtizeme pouzit tfeba v algoritmu na hledani Fibonacciho ¢isel z mi-
nulého dilu naseho témétkaﬂ Zatimco algoritmus, ktery jsme v druhém ¢isle pred-
vedli, mél exponencialni casovou slozitost, vyuzitim tohoto jednoduchého triku do-
staneme linearni ¢as. Proc linearni? V jednom zavolani funkce travime konstantné
mnoho ¢asu a funkci volame jen pro hodnoty mensi nebo rovny n — pro kazdou
maximalné jednou. Pokud tedy umime ulozeny vysledek volani najit v konstant-
nim case, ddvd ndm to slozitost O(n).

Problém 3 [3b]: Zkuste vylepsit memoizaci casovou sloZitost vaseho tesent pro-
blému 2. Nezapomente rict, jakou datovou strukturu pouZijete k ukladani jiz spoci-
tangch vysledku funkce pri memoizaci a zohlednit to v analyze casové slozitosti.

Problém 4 (trividlni) [0,5b]: Najde vds algoritmus nejkratsi cestu i v ohodno-
ceném grafu? (V takovém pripadé myslime délkou cesty soucet ohodnoceni jejich
hran, viz vgse.) Pokud ano, vysvétlete proé. Pokud ne, najdéte protipriklad.

Prohledavani do hloubky

Dalsim algoritmem, nad kterym se v této sérii budeme zamyslet, bude takzvané
prohleddvani do hloubky. Anglicky se mu ¥ikd Depth First Search (tedy ,prohled4-
vani nejdiive do hloubky“), zkracené DFS. Je to druhy prohledavaci algoritmus,
kterym se dnes zabyvame, spolu s prohledavanim do sitky, které jste si vymysleli
v problémech 2 a 3 (anglicky Breadth First Search — tedy ,prohleddvani nejdiive
do sitky“ — zkracovdno BFS). Jak uZ nézev naznacuje, misto toho, aby prohle-
dévalo graf rovnomérné do vsSech stran jako BFS, pijde ,nékam* (do hloubky)
dokud bude moci, a kdyz dojde do slepé ulicky, bude se vracet. Poprvé byl tento
algoritmus popsan francouzskym matematikem jménem Charles Pierre Trémaux
v 19. stoleti, ktery ho navrhl jako zptisob hledani cest v bludistich.

Béhem prohledavani grafu si budeme pro kazdy vrchol pamatovat jeho stav
— tedy jestli je nenavstiveny, otevrengy nebo uzavreny. Pro kazdy otevieny vr-
chol si navic budeme pamatovat, ze kterého vrcholu jsme do néj poprvé prisli.

9Pokud jste ho neéetli nebo si algoritmus nepamatujete, najdete ho ve 2. é&isle.
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Nez za¢neme graf prohleddvat, zvolime si poc¢atecni vrchol. Ten si oznacime jako
otevreny, ostatni vrcholy jako nenavstivené. Vrcholu, ve kterém se aktualné na-
chazime budeme rikat aktudini a tento vrchol bude vzdy pravé jeden a bude vzdy
otevieny. Na zacatku je tedy aktudlni pocatecéni vrchol. V kazdém kroku algo-
ritmu zkontrolujeme, zda mé aktudlni vrchol néjakého nenavstiveného souseda.
Pokud ano, ptjdeme k nému na navstévu — zménime tedy jeho stav na otevieny
a nastavime ho jako aktudln{ vrchol (vstoupime do néj). Pokud uz aktudlni vr-
chol zadné nenavstivené sousedy nemad, oznac¢ime ho jako uzavreny a vratime se
do vrcholu ze kterého jsme do néj poprvé prisli. Az uzavieme pocatecni vrchol,
skonéime.

Zbyva si rozmyslet, jakou ma DFS casovou slozitost. Je jasné, ze algoritmus
udéld O(n) krokt, protoze v kazdém kroku zménime stav vrcholu a kazdy vrchol
mize zménit svij stav maximdalné dvakrat (jednou z nenavstiveného na otevieny
a podruhé z otevieného na uzavieny). V kazdém kroku se musime podivat na
vSechny syny daného vrcholu. Mohli bychom si tedy Fict, Ze ¢asova slozitost je O(n-
nejvétsi stupeii v grafu). Umime ale udélat lepsi odhad — staci si uvédomit,
kolikrat se divame pfes kazdou hranu. Je to maximalné ¢tyrikrat — pokazdé, kdyz
jsme v jednom z vrchold, které spojuje. Kontrolu vSech sousednich vrchola tedy
vzdy ,nauctujeme hranam, pres které se koukame. Pro kazdy vrchol i hranu ndm
tak vychdzi konstantni Cas a celkova ¢asova slozitost tedy bude O(n + m).

Neni tézké si rozmyslet, ze DFS nemusi nutné najit nejkratsi cestu. Ma ale
oproti BFS jiné prednosti.

Problém 5 (trividlni) [0,5b]: Ukazte priklad, kdy DFS najde cestu, kterd nebude
nejkratst.

Kromé toho, ze pomoci DFS najdeme vSechny vrcholy, do kterych se lze dostat
z pocatecniho vrcholu, tak pokud je graf souvisly, dostaneme takzvanou kostru
grafu. Kostra grafu je strom na stejnych vrcholech jako ptvodni graf a nepou-
ziva hrany, které v pivodnim grafu nejsou. Nyni si ukdzeme, ze kdyz vyznacime
vSechny hrany, po kterych jsme v prubéhu DFS prosli, dostaneme kostru grafu.
Z4dné hrany, které v grafu nejsou, evidentné nepouzijeme. Abychom dokézali, ze
se jedna o kostru grafu, zbyva si rozmyslet néasledujici:

Problém 6 [2b]: Ukazte, Ze kdyz je graf sowvisly, navstivi DFS vSechny vrcholy.
Zde se vam pravdépodobné bude hodit takzvany dikaz sporem. Predpoklddejte, Ze
(hypoteticky) existuje vrchol, ktery jsme v prubéhu DFS nenavstivili a ukazte, Ze se
nékdy musel algoritmus zachovat jinak, nez jak jsme popsali. ProtozZe algoritmus
se mechovd jinak, meZ jsme popsali, tak z toho plyne, Ze takovy vrchol nemize
existovat. Toto je uzitecnd technika matematickych dikazi a, pokud ji nezndte,
doporucujeme si rozmyslet, Ze opravdu funguje. Vice si miZete o dukazu sporem
precist na https://matematika.cz/dukaz-sporem.

Problém 7 [2b]: Méjme graf, vikejme mu G, a provedme na ném DFS. Vez-
meéme vSechny hrany G, po kterych projdeme v pribéhu DFS a ostatni vymazme.
Vysvétlete, proc¢ bude vysledny graf strom.
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Kromé hledani kostry mizeme pouzit DFS na ,klasifikaci hran“. Hrany roz-
délime do nésledujicich dvou kategori{™}

Stromové hrany jsou ty, po kterych prochazime v pribéhu DFS, kdyz navsté-
vujeme vrcholy. Jde tedy o hrany z problému 7 a, jak jsme si rozmysleli, opravdu
tvori strom.

Zpétné hrany jsou vsechny hrany, které nejsou stromové. Vedou vzdy z aktual-
niho vrcholu do vrcholu, ktery je otevieny. Kdyby totiz byl uzavreny, tak bychom
z néj pred jeho uzavienim vstoupili do aktualniho vrcholu, takze by hrana byla
stromova a kdyby byl nenavstiveny, tak bychom ho nyni navstivili a hrana by byla
rovnéz stromova.

7 kategorii hran lze zjistit informace o struktute grafu. Jednu takovou aplikaci
si vyzkousime v problému 9, ale pred tim si ukdzeme jednu obecnou techniku pro
navrh algoritmd na stromech.

Algoritmy na stromech

Pokud méame problém na stromu, ktery chceme vyftesit, funguje ¢asto nasledujici
postup.

1. Pokud nenf zakofenény, zakofenime si strom v libovolném vrcholu (jinymi
slovy, o libovolném vrcholu prohldsime, Ze je kofen).

2. Rozmyslime si, jaké je feseni problému pro listy — to jsou vSechny vrcholy
stupné 1 kromé korene.

3. Rekurzivné spocitdme reseni podproblému ve vSech synech kofene a vymys-
lime postup, jak feSeni z podstromu zkombinovat do Feseni korene.

Mohlo by se zdat, ze algoritmus umi spocitat feSeni jen pro kofen a to pouze
pokud néjak, neznamo jak, ziskdme feseni pro jeho syny. Neni tomu ale tak. Zde
vyuzijeme rekurzi — podstrom pod libovolnym ze synu je také strom, a tedy na
ném miizeme tlohu rekurzivné vytesit stejnym algoritmem.

Podproblému v rekurzi je stejné jako vrcholi, tedy n. Pokud kombinace feseni
z k podstromu trvéd t(k) (¢ je tedy funkce uddvajici ¢asovou slozitost kombinace),
pak cely algoritmus pobézi v O(nt(n)). Casto lze ukézat lepsi asové slozitost
pomoci nésledujici analyzy. Méjme vrchol s k syny a kombinace Teseni trva t(k).
,Nauctujeme* cenu kombinace potomktm, tedy kazdému ¢(k)/k. Cely algoritmus
bézi v Case nejvyse n krat ,kolik jsme nejvyse natuctovali jednomu vrcholu*.

Tento zpusob feseni problémi na stromech si muzete vyzkouset na nésleduji-
cim problému.

Problém 8 [1b za algoritmus, 2b za ¢asovou slozitost]: Mdme na vstupu zako-
renény strom reprezentujici matematicky viraz nasledujicim zpisobem. Koren od-
povidd celému virazu. V kazdém vnitrnim vrcholu (tedy ,nelistu® — koten je také

10Pokud vite, co to je orientovany graf, tak vézte, Ze pro orientované grafy jsou kategorie ctyfi.



FREA  XXV/3 27

vnitrnim vrcholem) je operace +, nebo x. V listech jsou ¢isla. Strom pak miZeme
prevést na vyraz tak, Ze rekurzivné prevedeme ma vyraz vSechny syny aktudlniho
vrcholu, dame je do zdvorky a na téchto podvyrazech provedeme operaci, kterd je
v aktudlnim vrcholu. Proto budeme navic predpoklddat, Ze kaZdy vnitrni vrchol
md alesport 2 syny (operace + a * totiz vyzaduji alespori dva operandy. Priklad
takového stromu miZete vidét na obrazku[I0 Popiste algoritmus, ktery vyhodnoti
zadany strom vyrazu. Nezapomerite na casovou sloZitost.

_|_

>k -+ S

4 1 3 2 8 42

Obréazek 10: Strom vyrazu (4% 1) + (3 +2) + (8 x 1 % 42)

V nésledujicim problému budete potiebovat védét, co je to most. Most je
hrana v grafu, kterou kdyz odstranime, tak mezi jejimi koncovymi vrcholy ne-
bude existovat cesta. Alternativné jde charakterizovat most jako hranu, jejimz
odstranénim se zvysi pocet komponent souvislosti, kde komponenta souvislosti je
prosté ,jeden souvisly kus grafu“. Pokud tedy napfiklad vezmeme mapu Prahy
s krfizovatkami jako vrcholy a ulicemi jako hranami, tak Karliv most neni most,
protoze hned vedle néj je most Legii a jde to tedy obejit pres néj, Kampu a
Smetanovo nabrezi.

Nyni znate vSe, co je potfeba pro vyreseni nasledujiciho problému.

Problém 9 (tézky) [4b]: Vymyslete linedrni algoritmus, ktery najde vsechny
mosty v souvislém grafu. Poradime, Ze se vam bude hodit prezentovany zpusob
ndvrhu algoritmi pro stromy (s mirnou dpravou pro nalezeni vsech mosti) a kla-
sifikace hran z DFS. Tri body dostanete za linedrni Tesent, které zjisti, zda néjaky
most v grafu existuje. Cdst bodi vdm pridélime i za pomalejsi algoritmus.

Redeni 1. série
Pokud jste se uz rozhodli néco odeslat, tak to byly vétsinou obé tlohy, viceméné
spravné vyresené. Nicméné nékolik nesvaru se objevovalo témér u vsech reseni a
bylo by dobré, kdybyste se jich do budoucna vyvarovali.
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Nejvétsim nedostatkem byla absence jakéhokoliv komentare — to, ze odeslete
néjaky zdrojovy kéd, je urcité dobre, ale neméné dulezita je také jeho srozumi-
telnost. A pokud nemam sebemensi ideu, jak by dané feseni mélo fungovat, tak
nemozné). Tedy rozhodné komentujte, co by mél v4$ program délat a jaks je za
tim myslenka.

Dalsi véci, kterda vam chybéla, bylo ukazat, Zze vase feSeni vyda spravny vy-
sledek. Protoze to, ze vymyslim néjaky algoritmus, nutné neznamend, ze vrati
spravny vysledek, nebo ze viibec nékdy néjaky vysledek vyda. Je proto potieba
udélat néjaky rozbor, ve kterém tyto vlastnosti ukazete.

A jesté dalsi dulezitou véci, kterd ¢dsti z vas chybéla, je uréit ¢asovou slo-
zitost algoritmu. Protoze to, ze algoritmus skonéi a vyda spravny vysledek, mi
nepomiuze, pokud mi ho vydd az za par miliard let :-).

Dobry tip k psani kédu je potom pojmenovivat rozumné proménné (pokud
proménnd vyjadfuje maximum, tak ji nepojmenuji aq, ale mazimum), a pokud
se nazev sklada z vice slov, tak ¢itelnost zvysi, kdyz je néjak vizualné oddélim
(napiiklad docasneMazimum nebo docasne _maximum).

Tohle by bylo asi k obecnym radam vSechno a nyni k jednotlivym tlohdm.

Uloha 1

Zadani:
Vymyslete algoritmus, ktery zjisti, kde se v poli nachdzi nejvetsi cislo a jaké cislo
to je. Muzete predpoklddat, Ze nejvétsi cislo je v poli jen jedno.
Reseni:
U prvni dlohy spousta z vas jako docasné mazimum zvolila ¢islo 0, se kterym po-
tom porovnévala ostatni ¢isla v poli, a pokud bylo néjaké ¢islo vétsi, tak ho vzala
jako nové docasné maximum. Az potom prosla celé pole, tak vratila docasné ma-
ximum jako vysledek. Coz vam bude pékné fungovat pro ¢isla prirozend, zato selze
pro ¢isla celd, s nimiz pracuje nad$ model. (Stac¢i uvazit pole pouze se zadpornymi
¢isly, kde by potom algoritmus vratil 0.) Resenim by mohlo byt dosadit tam né-
jaké nejmensi mozné éislo, protoze ale nds model pracuje se vSemi celymi éisly
a nic jiného do proménné ukladat neumi, tak by se to neobeslo bez komplikaci
(napifklad ¥ict, Ze ¢islo 0 je ,,minus nekoneéno“ a —1 je 0, —2 je —1 atd, a s tim
potom pracovat — pamatovat na to pii ¢teni vstupu, vypisovan{ vystupu apod.).
Mnohem elegantnéjsi a jednodussi je zvolit si jako docasné mazimum prvni ¢islo
v poli. Potom projdeme zbylé prvky v poli a postupné je porovname. Kdyz budou
vétsi, tak je vezmeme jako nové maximum a pokracujeme. Jesté je nutno si zapa-
matovat, na jaké pozici se ¢islo nachazi, ale to se bude ménit stejné jako docasné
mazimum.

Algoritmus tedy projde celé pole jednou a pro kazdy prvek provede porovnéni,
piipadné zapséni do proménnych, ¢ili jeho ¢asova slozitost bude O(n).

Kéd by potom mohl vypadat napifklad takto (je mozné az prilis peclivé oko-
mentovany, rozhodné nepozadujeme zdtvodnéni kazdého kroku, ale néjaké zdu-
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vodnéni se obcas hodi):

Vstup: posloupnost ¢isel v poli a jejich pocet v proménné n
1. delka_pole <—n (ulozime si délku pole)
2. docasne_maximum < pole[0] (za docasné maximum zvolime prvni prvek)
(predpoklddame, ze je v poli alesponl jeden prvek)
3. pozice_maxima < 0
(zatim je pozice nejvétsiho prvku 0, jak jsme provedli v pfedchozim kroku)
4. pozice + 1 (pomoci proménné pozice budeme prochézet nase pole)
5. Dokud pozice < delka_pole:
(dokud nedojdeme na konec pole, tak budeme porovndvat prvky)
6. Pokud pole[pozice] > docasne_maximum:

(pokud jsme nasli vétsi ¢islo, tak zménime nase hodnoty)

7. docasne_maximum <— pole[pozice]
8. pozice_maxima < pozice
9. pozice ¢ pozice + 1 (presuneme se na dalsi ¢islo)

Vystup: proménna docasne_maximum, kde je uloZeno nejvétsi Cislo pole, a pro-
ménnd pozice_maxima, kde je ulozena jeho pozice.

Uloha 2

Zadani:

Vymyslete algoritmus, ktery setridi pole cisel. Jingmi slovy, chteli bychom cisla
seradit podle jejich velikosti.

Reseni:

U druhé tlohy se neéitelnost kédu uz projevila vyrazné. Casto jste totiz méli
chybu ve zdrojovém koédu, takze nevracel spravny vysledek. Pak bylo velmi tézké
uhodnout, co by mél délat, a pokusit se ho opravit.

Ukéazeme si rovnou feseni i bonusové ¢asti. Predbéhnu a prozradim, ze bude
mit sloZitost O(n?), ktera nenf nejlepsf mozna — vymysleni rychlejsiho algoritmu
jsme se vénovali v druhém cisle.

Algoritmus celkem primocafe vychazi z algoritmu na hleddni maxima — nejdiive
projdeme celé pole, najdeme maximum a to prohodime s poslednim prvkem. Poté
projdeme pole bez posledniho prvku, najdeme znovu maximum (tedy globalné
druhy nejvétsi prvek) a to prohodime s predposlednim prvkem. Tak pokracujeme
déle, vzdy prochazime pole o délce n-k+1 a hledame k-ty nejvétsi prvek. Od konce
pole ndm tak roste setfizend posloupnost. Az se dostaneme k poli délky jedna,
skonéime.

V kontextu druhého dilu témétka bychom se na nas algoritmus také mohli
divat jako na rekurzivni — najdeme maximum, prehodime ho s poslednim prvkem
a rekurzivné se zavolame na pole o 1 kratsi.

Pseudokéd t¥{dictho algoritmu by mohl vypadat tfeba takto (¢ast kédu shodnéd
s tlohou 1 Sedé):
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Vstup: posloupnost ¢isel v poli a jejich pocet v proménné n
1. delka_pole < n (ulozime si délku pole)
2. Dokud delka_pole > 1:

(opakované hleddme maximum, dokud ndm nezbude jednoprvkové pole)

3 docasne_maximum <— pole[0]

4. pozice_maxima < 0

5. pozice <1

6. Dokud pozice < delka_pole:

7. Pokud pole[pozice] > docasne_maximum:

8. docasne_maximum <— pole[pozicel

9. pozice_maxima < pozice

10. pozice ¢ pozice + 1

11. pole[pozice_maxima] < pole[delka_pole - 1]
(posledni prvek ulozime na misto maxima)

12. polel[delka_pole - 1] ¢ docasne_maximum

(maximum ulozime na konec prohleddvaného tseku)
13. delka_pole ¢ delka_pole - 1 (Zmensime prohledévany tsek o 1)
Vystup: Prvky ztstaly v zadaném poli, jen jsou ted settizené.

Nyni nam zbyva zamyslet se nad ¢asovou slozitosti. Hledani maxima je linearni
s délkou pole a hledali jsme n-krat v poli o velikosti maximalné n. Z toho je jasné,
7e algoritmus pob&zf v éase O(n?). P¥i bliz§fm pohledu zjistime, Ze tésnéjsf odhad
najit nelze — kdyz totiz secteme délky poli, ve kterych jsme hledali, dostaneme
2
€ O(n?).

—-nNn

vyraz 1 +2+---+ (n — 1) + n, ktery se secte na t

Petr, Kuba a Tom; domestomas+mam@gmail.com
e-mailovd konference: algoritmy@mam.mff.cuni.cz
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Téma 5 — Preplnéna tramvaj

V predchozim ¢éisle jste dostali zaddno zabyvat se vyvojem poctu cestujicich uvnitt
prostFedku hromadné dopravy (znacime S) v zdvislosti na fézi cesty (konkrétnéji
poctu projetych stanidﬂ m) s tim, Ze tuto zdvislost S(m) je potfeba zkoumat
jednak experimentdlné, a jednak najit néjaky model, ktery by chovani cestujicich
mohl popsat teoretickyE

K experimentalni ¢asti neni co dodat, jen znovu pripominam, ze vysledky
vlastnich experimentt miizete posilat kdykoli az do uzavreni tématka a ze se jedna
o velmi jednoduchy zptsob, jak nasbirat spoustu bodt do soutéze prakticky pouze
tim, ze se vozite MHD.

Ohledné hledani modelu k popisu cestujicich vérim, ze jste prisli s mnoha
origindlnimi napady, avSak protoze mi v dobé vzniku tohoto textu jesté nebyly
k dispozici, budou zminény nejdiive v néasledujicim c¢isle. Zde predkladdm vlastni
feseni tohoto problému.

K popisu nejvhodnéjsi model, ktery se mi podafilo nalézt, je nasledujici: Méjme
linku s N stanicemi, kazda stanice v okamziku ptijezdu prosttedku vygeneruje
pocet cestujicich, ktery predstavuje ndhodnou veli¢inu se stfedni hodnotou D.
Kazdy z cestujicich si v tomto okamziku zvoli cilovou stanici své cesty, pricemz
ji opét vybird ndhodné s uniformnim rozdélenim (tj. Zzédnd stanice linky nen{
upfednostnénd). Lezi-li zvolend stanice na lince v tom sméru, kterym prostiedek
jede, cestujici nastoupi, v opacném pripadé zustava ve stanici.

K tomuto modelu hned zadavam prvni tikol:

Problém 1: Spocitejte vijvoj stredni hodnoty poctu lidi v prostredku za predpo-
Kladu, Ze se lidé chovaji, jok je zde popsdano, a zakreslete krivku zdvislosti S(m).
A to:

a) Na linedrni lince, tj. takové, kterd md zacdtek a konec a Zdidnd stanice na
ni nend zastoupena vice nez jednou. [3b]

b) Na cyklické lince, tj. takové, kde se po projeti n rizngch stanic prostredek
vrati do pruni stanice a svou jizdu opakuje. Predpoklddejme, Ze po lince jezdi vozy
v obou smérech. [3b]

¢) Zamyslete se, jaky vliv na platnost vasich teSent dloh a) a b) mize mit pocet
vozu zajistujicich dopravu po lince.

Muj druhy model predpokladd, Ze cestujici jezdi bez cile. To znamend, Ze
znovu kazda stanice pri prijezdu prostiedku vygeneruje D cestujicich, ti si ale
nevoli cil cesty, nybrz voli si s pravdépodobnosti p, ze bezduivodné nastoupi, nebo
1 — p, ze zlistanou ve stanici. Cestujici uvniti prostiedku si pak obdobné s prav-
dépodobnosti ¢ mohou zvolit, ze v této stanici vystoupi, nebo 1 — ¢, ze pojedou
dal.

HPOZOR, bylo pozménéno znaceni oproti piedchozimu ¢&islu. Proménné poétu projetych sta-
nic je od nynéjska m, zatimco N odted bude znacit pocet stanic na lince. Omlouvame se za
zmateni, budeme se snazit, aby k dalsim podobnym zménam uz nedochézelo.

12Minulé éislo najdete na adrese https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/25/25-2.pdf
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Problém 2 [3b]: Spocitejte vijvoj stredni hodnoty poctu lidi v prostredku za predpo-
Kladu, Ze lidé cestuji bez cile, a zakreslete krivku zdvislosti S(m). Predpoklddejme
velmi dlouhou linedrni linku.

Tento model je uz sice o dost vzdalengjsi chovani typického cestujiciho v do-
pravnim prostfedku, pfesto se nam muze hodit ho uvazit. Podobné bezcilné totiz
jezdi napriklad revizori, bloudici turisté, nebo v jistém smyslu treba i vy, vénujete-
-1i se pravé experimentdlni ¢asti této tlohy. Budeme-li znat kiivku S(m) pro popis
jak klasickych, tak bezcilnych cestujicich, muzeme byt schopni z vysledku vasich
experimentt pozdéji odhadnout, jak velké procento cestujicich hromadné dopravy
tato bezcilnd mensina tvori.

Problém 3 (bonusovy): Zamyslete se nad tim, jaky jiny model by se dal k popisu
chovdni cestujicich pouzit vyjma dvou zde uvedengch, a pro tento model vypocitejte
krivku S(m). Jednd se o prodlouzeni doby platnosti Ulohy 2 z minulého ¢isla.

Napovéda 1: Pro zjednoduseni miuzete predpokladat, Ze je cestujicich ve
stanici vygenerovano vzdy praveé D.

Napovéda 2: Vsimnéte si, ze v prvnim modelu jsou vSechny stanice rovno-
cenné, co se tyce vytizenosti z hlediska nastupt i vystupi

Priloha

V této priloze se vam pokusim v navaznosti na predchozi ¢islo nastinit nékolik
fakta a tvah z teorie pravdépodobnosti, které mohou byt klicové pro feseni vyse
uvedenych tloh.

Predevsim se zminim o podminéné pravdépodobnosti. Ta nam tiké, jak spolu
mohou byt provazané jednotlivé jevy definované na jisté ndhodné veli¢iné X s pro-
storem moznych vysledk Q2(X). Vezméme napiiklad obdobné k predchozimu ¢islu
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za ndhodny generdtor kostku a definujme znovu jev A = {x;;z; je liché} a jev
B = {z;;z; > 3}. Kazdy z téchto jevi nastane s pravdépodobnosti % Presto
vime-li néjak, ze nastane jev B, tj. padne nékteré z ¢isel 4, 5, 6, jev A uz mize
nastat jediné tehdy, kdyz padne 5, ¢emuz nyni odpovida pravdépodobnost % Za-
pisujeme to P(A|B) = %, kde vyraz na levé strané ¢teme pravdépodobnost A
za predpokladu B.

Obecné vztah mezi pravdépodobnostmi dvou jevi udava Bayestv vzorec:

PANB) _ gy PA)

P(B) P(B)

Jako nezavislé jevy A, B oznacujeme takové, pro které plati P(A|B) = P(A)
a P(BJ]A) = P(B). Dle Bayesova vzorce pravdépodobnost, Ze nastanou oba,
rovna P(A N B) = P(A)P(B). Podobné tak nezavislymi veli¢inami nazy-
vame nahodné veliciny X,Y, jsou-li jevy X C A a Y C B nezavislé pro kazdé
A C Q(X),B C Q). Jako takové muzeme vzit naptiklad dva po sobé jdouci
hody kostkou: pro kazdy hod je pravdépodobnost padu Sestky rovna %, takze
pravdépodobnost pddu dvou Sestek po sobé bude P(({6;6})) = & - & = %.

Shrneme-li to tedy s nasimi zavéry z predchoziho ¢isla, mizeme vyuzivat dva
uzite¢né principy:

P(A|B) =

1. U dvou nezéavislych jev je pravdépodobnost, ze nastanou oba, rovna soucinu
jejich pravdépodobnosti.

2. U dvou neslucitelnych jevi je pravdépodobnost, ze nastane aspon jeden,
rovna souctu jejich pravdépodobnosti.

Déle se vam pfi feseni mize hodit védét, jak se chova stfedni hodnota slozené
nahodné veli¢iny. Necht jsou X,Y nahodné veli¢iny, ¢ je libovolnd konstanta a
w(X) je stfedni hodnota veliciny X. Potom platﬂ

plc) =c
p(cX) = cp(X)
(X +Y) = p(X) + pu(Y)

Jsou-li veli¢iny XY navic nezavislé, plati také:

WXY) = p(X)pu(Y)
Vztahy a tivahy zde uvedené (spolecné s u¢ivem SS) by vam mély k rozlousknuti
vyse zadanych problému postacit. Preji hodné Stésti pri feseni.
FEvZen,; |JanSkvara@email.cz
e-mailovd konference: tramvajOmam.mff.cuni.cz

I3Veli¢inu cX lze chépat, jako bychom kazdou hodnotu z Q(X) vyndsobili konstantou c a
tento vysledek prohlasili za novou ndhodnou velic¢inu.
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Téma 6 — Vrcholové pokryti

V tomto tématku se budeme vénovat hledani minimalniho vrcholového pokryti.
Méme-li graiflzl definovany jako mnozinu vrcholt a mnozinu hran mezi nimi, tak
jeho vrcholové pokryti je takovd podmnozina vrchold, Ze kazda hrana mé alespon
jeden svij konec v té podmnoziné.

Obrazek 11: Vrcholové pokryti grafu

Problém 1 [1b]: DokdZete najit mensi vrcholové pokryti pro vyse uwvedeny graf?

Minimélni vrcholové pokryti je potom takové vrcholové pokryti, které obsa-
huje minimalni mozny pocet vrchol. Pro hledani minimalniho vrcholového po-
kryti existuje spousta zajimavych trikd, viz https://en.wikipedia.org/wiki/
Vertex_cover. Na naSem webu (https://mam.mff.cuni.cz/problem/2208/) na-
jdete rizné grafy, na kterych mizete zkusit minimélni vrcholové pokryti spocitat.
Pokud pro néktery z grafi naleznete minimalni vrcholové pokryti, tak nam jej
poslete. Také posilejte vase pozorovani o vlastnostech grafi, ndpady na zlepseni
algoritmt a obecné cokoliv, co miize vam a vasim spoluresiteliim pomoct v hledani
minimélnich vrcholovych pokryti velkych grafu.

Matej; 1lieskovsky.matej+pokryti@gmail.com
e-mailovd konference: pokryti@mam.mff.cuni.cz

14Podrobnéjsi vysvétleni toho, co je to graf, naleznete v témétku 4 v prvnim odstavci pod
nadpisem ,,Teorie grafu*
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Vysledkova listina 1. Cisla

Témata
Por. | Jméno R. Z,l tl t2 t3 t4 Zo 21
1.|Be.™ V. Materna 3| 17,0(12,0 5,0 |17,0]17,0
2. |Be."™ T, Flidr 1] 13,0 1,0 12,0 |13,0] 13,0
3.|Be.™ K. Hlouskov4 3| 14,5] 6,0 4,0 10,0 [ 10,0
4. | Dr."M L. Kundratové, 4| 69,7] 9,0 9,0 9,0
5. | F. Bujnovsky 1] 88 7,0 1,8 | 88| 88
6.-7. | Mgr.™ J. Pallova 4| 36,8 3,0 50 | 80| 80
Mgr.™ M. Souza de Joode| 2 | 27,8 8,0 8,0 8,0
8. | T. Sourada 4 7,8 1,0 68 | 7,8 7,8
9.|V. Jazkova 21 55 55 | 55| 5,5
10. [ J. Stépo Z9| 5,0 5,0 50( 5,0
11.-12. | O. Chlubna 2| 48 48 | 48| 4.8
Mgr.™ M. Kalouskova 3| 30,3 48 | 48| 48
13. | Mgr.™ 0. Gonzor 2| 26,2 45 | 45| 45
14. | J. Kvapil 1] 37 0,7 3,0 | 37| 3,7
15. | L. Kunéarova 3| 36 2,1 1,5 | 3,6] 3,6
16. | J. Kovad 4| 35 3,5 | 35| 3,5
17.-18. | Dr.MM K. Balej 4 | 834 3,0 3,0| 3,0
Doc.™ K. Rosickd 4 1119,8 3,0 3,0] 3,0
19. | R. Zaviel 31 23|20 03 23| 2,3
20. | Mgr.™ E. Vitkovs 3| 27,0 L5 | 1,5] 1,5

Sloupecek 271 je soucet vSech bodu ziskanych v nasem seminéfi, Zo je soucet bodu
v aktudlni sérii a 21 soucet vSech bodi v tomto ro¢niku. Tituly uvedené v predchozim
textu slouzi pouze pro ucely M&M.
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