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Uvnitf najdete nékolik Gloh a témat k zamysleni. Viyfeste je a poslete ndm je. My vam je
opravime a posleme zpét s dal$im Cislem, nejzajimavéjsi feseni otiskneme. Nejlepsi Fesitele
zveme na podzim a na jare na soustfedéni.
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Mili fesitelé,

nové ¢islo ¢asopisu M&M je tady, takze se rovnou muzete pustit do feSeni dalsich
uloh. Pokud jste posilali prvni sérii nebo byste si chtéli udélat lepsi predstavu
o tom, jak tdlohu spravné sepsat, urcité ocenite zverejnéna vzorova feseni. Stile
muzete posilat prispévky ke vsem letos zadanym témattm, jejichz kompletni za-
dani najdete na mam.matfyz.cz/zadani/tematal Predtim si ale urcité prectéte
otisknuty piispévek Mgr.MMJonase Havelky a doplitujici otdzky, abyste na né pii
svém vyzkumu mohli navazat. Také pripominame, ze se kvapem blizi vanoc¢ni vi-
kendovka, pokud tedy chcete jet, prihlaste se neprodlené! Tém z vas, se kterymi se
na vikendovce nepotkame, pfejeme veselé Vanoce a hodné zdaru nejen pii feseni
M&M v roce 2018.

Vasi organizdtori

rz 7 ' d
Zadani uloh
Termin odeslani 3. série: 16. 1. 2018

Pokuruji dymku na své terase schovany pred mirnym mrholenim. Mraky jsou roz-
trhané a mezi nimi prosvitaji slunecni paprsky, a tak se mi naskiytd pohled na
krasnou duhu. OdloZim dymku a prihnu si ze sklenky cerveného vina. Slunce se
blizi k obzoru a jda premyslim, jak dlouho budu jesté moci sledovat tu tuchvatnou
hru barev.

Uloha 3.1 — Zapad duhy (4b)

Jak dlouho po zapadu Slunce muzeme o jarni rovnodennosti z rovniku vidét duhu,
ktera se utvori na destovych kapkach? Pokud potrebujete znat néjaké parametry,
tak si je vyhledejte nebo odhadnéte. Jak bude takova duha vypadat?

Po dlouhé dobe mam klidny vecer. JakoZto soukromému ocku se mi to moc
casto nestavd. Normdlné touto dobou sleduji pany, jestli po praci nejedou nejdrive
za milenkou a aZ poté za manZelkou, nebo zaméstnance proddvajici obchodni ta-
jemstvi konkurenci. Minuly meésic jsem pracoval na zapeklitém pripadu, kdy maji-
tel prosperujici mezindrodni firmy sdélil heslo k trezoru s uloZenymi informacems
dvéma svgm zastupcum, kteri se méli potkat pouze v pripadé jeho umrti. Zastupci
se vsak zkontaktovali za zddy svého $éfa, trezor vybrali a informace prodali.

Uloha 3.2 — Soucet a soucin 2 &isel (3b)

Majitel firmy urcil na trezoru heslo, které tvori dvé prirozend ¢isla X a Y tak, ze
platil < X <Y a X+4Y < 100. Dva jeho zastupci maji za kol se v pripadé séfova
umrt{ sejit a uhodnout heslo k trezoru (maji na zadani{ hesla pravé 2 pokusy, aby
mohli vyzkouSet zdménu porad{ ¢isel). Prvnimu zdstupci majitel povédél soucin
téchto ¢isel a druhému soucet.


http://mam.matfyz.cz/zadani/temata
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Prvni: ,Nedokazu ta ¢isla uréit.
Druhy: ,, To jsem veédeél.“
Prvni: ,Nyni uz je znam.“
Druhy: ,A ja také.“
Jaké cisla tvori heslo k trezoru?

Sklenka vina a stejné tak i ldhev jsou najednou prazdné, podobné jako zmineny
trezor. Zazvoni mi telefon. Klidny vecer mi tedy moc dlouho nevydrzel. Vold stary
zndmy s prosbou o pomoc. Lihev vina vsak s mou mysli udélala své a jeho kol
o hledanych trojicich lidi splriiujicich dané vlastnosti mi zni ponékud zdhadné.

Uloha 3.3 — Prvocisla (3b)

Uréete vSechny trojice prvoéisel (p, q,r) splitujici p + ¢* = r.

Proc¢ bych mel nekoho hledat, mi nerekl, ale ja slibuji, Ze se na to brzy podivam.

.....

néjak zlobi. Prichdzeji na néj cely den jednicky a nuly.

Uloha 3.4 — Délitelnost dlouhého ¢&isla (2b)

Po draté nam cely den prichézi velmi dlouhé cislo zapsané ve dvojkové soustaveé.
Na konci dne méame rozhodnout, zda je toto cislo délitelné tfemi. Navrhnéte algo-
ritmus, ktery to bude umét vytesit. Pocitejte s tim, zZe se ¢islo nevejde do zadné
pameéti.

Jesteze pracovnt telefon mi funguje, jinak bych se asi zbldznil.
~4 \v4 7 I d r -
Reseni dloh 1. série

Uloha 1.1 — Sestithelnik (3b)

Zadani:
FExistuje sestivhelnik takovy, Ze vsechny jeho vnitrni uhly jsou stejné velké a délky
stran jsou 1, 2, 8, 4, 5, 6 (v libovolném poradi)?

Reseni:

Ano, takovy Sestitthelnik existuje. Ukdzeme si jednoduchy zpiisob, jak jeho exis-
tenci dokézat. Vezmeme si rovnostranny trojihelnik o strané délky 9. Z jeho rohi
odkrojime rovnostranné trojihelniky o stranich 1, 2 a 3. Ze stran velkého troj-
thelniku zbyly tseky dlouhé 4, 5 a 6. Diky tomu, ze odkrajované trojuhelniky
sviraji s ptivodnimi stranami tthel 60°, ma nés Sestitthelnik vSechny thly 120°.
Zaroven ma kyzené délky stran.



Obrazek 1: Jedno z moznych feseni tlohy

Timto zpusobem jsme sestrojili feseni, které usporadava strany Sestithelnika
v poradi 1, 5, 3, 4, 2, 6. Kromé néj existuje jesté jedno feSeni a to usporadava
strany v poradi 1, 4, 5, 2, 3, 6. Kazdé z téchto Teseni existuje ve 12 otocenich
a/nebo prevricenich. Pocetni zptisob, jak tato TeSeni najit bez vyse uvedeného
napadu, je vSimnout si, ze kazdéa dvojice sousednich stran musi davat stejny soucet
jako protilehld dvojice sousednich stran, jinak by nebyly zbyvajici dvé strany
Sestitthelnika rovnobézné. Po chvili zkouseni dospéjeme k témto dvéma fesenim.

Martin

Uloha 1.2 — Modra kuli¢ka (3b)

Zadani:
Urcete, z jaké vzddlenosti by musela bijt porizena fotografie Zemeékoule, aby vypa-
dala tak, jak je naznaceno na Obrdzku[3

Nezapomenite kromeé samotné vzddlenosti také napsat, jak jste k vysledku do-
speli, a zkuste odhadnout nepresnost vasi metody.
Reseni:
K této tloze prislo mnoho feseni, bohuzel se vS§ak mezi nimi nenasel ani jediny
spravny vysledek. VSechna kompletni feseni totiz udélala zasadni chybu v tom, ze
ve svém odhadu vyuzivala ,tecnych bodu*“, které vidime na kraji obrazku, tedy
v mistech, kde je povrch Zemé témér rovnobézny s nasim pohledem, coz se projevi
enormnim nartstem odchylky. Proto i feSeni, ktera byla v principu spravné, dosla
k vysledku radoveé tisice kilometra vzdalenému skutec¢nosti.

Obrazek byl generovan ze vzdalenosti 18 340 km od stiedu Zemé a zde pred-
vedu postup, jak se dalo k tomuto vysledku dopracovat s rozumnou odchylkou.

Zacneme tim, Ze si uvédomime, jak takova fotografie vznika. Princip nejjed-
nodusstho zptusobu, tzv. dirkové komory, spociva v pruchodu paprsku jdouciho
z jistého bodu pozorovaného objektu skrz tizkou stérbinu a v nasledném dopadu
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Obrazek 2: Schématické znazornéni fotografie Zemé.

na stinitko, jimz je napf. film, na némz zustane po paprsku zanechana stopa
(viz Obr. . Snadno se ovéri, ze kazdému bodu filmu odpovida pravé jeden bod
focené scény, a ze je takovato komora charakterizovana jedinym parametrem v,
jimz je vzdalenost stinitka od stérbiny. Snadno si rovnéz kazdy predstavi, ze aby
vznikl tak pékné symetricky obrazek, jako v zadani, musi fotoaparat zabirat Zemi
zpiima, tj. paprsek jdouci ze stfedu Zemé by dopadl na film kolmo.

Princip ¢ockového fotoaparatu by byl podobny, ¢ocka slouzi predevsim k pri-
vedeni vice svétla.

Dalsi postup je nasledujici: nalezneme stfed obrdzku (11,3° v.d. a 46,2° s.8.) a
k nému nejméné jeden dalsi dobte identifikovatelny ,,pomocny* bod na obrézku.
K nim zméfime jejich vzdalenost na obrazku x a jejich skute¢nou vzdélenost po
povrchu Zemé (to lze, chceme-li se vyhnout slozité goniometrii, napf. v jakémkoli
trochu pokro¢ilém programu online map), ze které pak snadnym linedrnim ptevo-
dem vyvodime thel «, pod kterym by tyto dva body byly vidét ze stfedu Zemé.
Déle oznacime-li strany a thly vzniklého obrazce tak jako na Obr. [3] ocividné ze
sinové véty plati (ihly jsou uddvany v radidnech):

sin(m—a—¢)  sin(yp)
Zéroven pokud jako druhy ,pomocny“ bod vybereme teény bod, je z Obr. [3]
patrné, ze vzniknou dva sobé podobné trojihelniky, z ¢ehoz lze vyvodit:



Obrazek 3: Dirkova komora

z(R,) R, z(R,) d?
= — = —_— d2 — R2 = RZ —_— ]_,
vy Je-r 'T RV =)y e
kde z (R,) lze chapat jako polomér zadaného obrazku. Dosazenim do piedcho-
ziho vzejde:

d sin(mr—a—¢) sin(r—a)cos(—p)+ cos(m — a)sin (—gp)

R, sin (¢) - sin ()

_ sin (o) cos (¢)  cos(a)sin (p) _ sin (o)
sin () sin (i) tg ()

L x(R,) |d?
= sin (@) . R—z—l—i—cos(a)

Pro pevné zadany pomocny bod jsou ndm zndmy vSechny proménné v zis-
kané rovnici s vyjimkou parametru d, ktery predstavuje pravé nami hledanou
vzdélenost fotoaparatu od stfedu Zemé. Je to uz vsak jen jedna rovnice o jediné
neznamé, kterou navic neni ani obtizné prepsat na polynom, ktery umime snadno
vyresit. Jeho obecné Teseni by bylo na zapis ponékud komplikované a nebude zde
uvedeno, pokud vsSak dosadime za zndmé proménné konkrétni ¢iselné hodnoty,
prace se znacné zjednodusi.

+ cos () =

Co se tyce odchylky nalezené hodnoty, ta lze z explicitniho vzorce pro vypocet
polynomu odvodit napriklad snadno pochopitelnou metodou aritmetiky odchylek,
tedy opakovanou aplikaci vztahu:
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atb=a+b
ab = ab + ba
(5)-1 ab
b b b2
a" = naa" !

Vzhledem k tomu, ze pro odchylku staci jen hruby odhad a ze bylo v zajmu zvySeni
presnosti metody volit pomocny bod blize stiedu nez kraji obrazku, nemusime se

zde bat aproximace
sin (@) = a;cos (@) = V1 — a?

platné pro malé hodnoty a a nadéle pouzivat aritmetiku odchylek.
Evzen

Uloha 1.3 — Piehnuté pismeno (2b)

Zadani:
Nékdo vzal velké tiskaci pismeno a jednou ho prehnul. Vznikl tak dtvar z obrazku[4)
Jaké pismeno to bylo, pokud to nebylo velké L?

Obrazek 4: Jaké pismeno to pred ohnutim bylo?

Reseni:
Ulohu vyfesime vylucovacim zptisobem. Nejdifve z velké tiskaci abecedy vybereme
pismena, kterd se sklddaji pouze z rovnych ¢asti a zaroven obsahuji pravy thel.
Jsouto E, F, H, L, T.

L mame zakazané ze zadani. T nemd ramena pravého thlu stejné dlouha,
k ziskani utvaru z obrazku bychom potiebovali vice skladani. H méa zase pravy
thel uprostied, tedy opét by bylo pripadné potieba vice skladi.



Obrazek 5: Carkované je zobrazena zakrytd ¢ast pismene F, te¢kované misto pfehybu.

Zbyvajl E a F. U E bychom potfebovali na ziskdni pozadovaného dtvaru vice
prehnuti. Naopak, z F mtzeme ziskat pozadovany utvar prelozenim spodni nohy
pismena na nizsi horizontalni ¢ast pismene.

Neékteri z vas si zadani neprecetli dostatecné peclivé a chybné proto uvazovali
vicenasobné skladani.

Uloha se dala Fesit nékolika alternativnimi zpiisoby. Néktei{ z vés si Gtvar ze
zadani vystiihli z papiru. Mgr.MMLudmila Bujnovska a Mgr.M Jon4as Havelka zase
(jako jedini zcela tispésné) misto postupného vylucovani pismen zkousSeli hledat
vSechny mozné osy, podle kterych mohlo byt pismeno prehnuté. Tento pristup
povaZujeme za origindlni a ocenili jsme jej bonusovymi desetinami bodu.

Anet
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Uloha 1.4 — Median dvou mnozin (4b)

Zadani:

Z hromddky karticek ocislovangch od 1 do 2F jsem si vybral m kouski, mij ka-
mardd si poté vylosoval svych n kousku. Chtéli bychom zjistit medidn éz’seﬂ na
vsech nasich kartickdch, ale nevime, jakd cisla si vylosoval ten druhy. Jak mdme
postupovat, abychom si mezi sebou museli pro zjisténi medidnu predat co nejméné
bitd informace? Prubéh vymeény informaci si dohodneme predem, tj. mizZeme se
napriklad dohodnout, Ze nejdriv ji poslu své nejmensi cislo, pak kamardd posle
svoje nejmensi cislo atd.

Reseni:

Na 1ivod si dovolim napsat néco malo o samotné tloze. Tato 1iloha pochézi z od-
vétvi teoretické informatiky zvaného komunikacni slozitost. Ta se zabyva prave
tim, jak ve vice lidech (obvykle ve dvou) spoditat néjakou zajimavou véc, kdyz
kazdy ma jen ¢ast vstupnich dat a kdyz ptritom chceme komunikovat co nejméné.
Komunikaé¢ni slozitost hraje v soucasné informatice pomérné dilezitou roli — jde
totiz o jeden z maéla nastroji, pomoci kterych umime o nékterych problémech
dokézat, ze pro né neexistuji ,lepsi“ algoritmy.

A ted uz k samotnému feseni. Jak byva v informatice zvykem, budeme se
snazit o Teseni, které je nejlepsi jen asymptotickyﬂ a nebudeme vse dopocitavat
presné.

Zacneme s nejjednodussim moznym fesenim. Ja si od kamarada necham poslat
vsech jeho n ¢isel — diky tomu mohu spocitat median a ten poslu zpét kamaradovi.
Kolik bitt informace tak preneseme? Inu, preneseme celkem n+ 1 ésel. Cisla jsou
z intervalu 1 a7z 2¥ — na reprezentaci ¢isla ndm tak staci k bitt (&isla budeme
prendset zmensend o jedniéku)ﬂ Preneseme tedy (n + 1)k € O(nk) bitt.

To ale samoziejmé neni nejefektivnéjsi postup. K navrhnuti efektivnéjsiho pro-
tokolu vyuzijeme jeden klicovy trik. Problém si trochu zobecnime — nebudeme hle-
dat medidn, ale d-ty nejvétsi prvek. Medidn neni nic jiného nez ((n +m + 1)/2)-ty
nejvétsi prvek (pro m + m liché), nebo aritmeticky pramér ((n + m)/2)-tého a
((n +m + 2)/2)-tého nejvétsiho prvku, pokud tedy umime najit obecné d-ty nej-
vétsi prvek, umime najit i median.

N4s trik bude podobny jako ve zndmém algoritmu pro nalezeni medianu v line-
arnim ¢ase (pomoci medidni pétic). Cilem bude se v kazdé fazi zbavit ¢dsti prvki
(konkrétné alespon poloviny prvka jednoho z hra¢t). To udélame nésledovné: Ja

IMedidn z é&isel a1, az, ..., an je takové a;, Ze skonéi pfesné uprostied, pokud ¢isla sefadime
podle velikosti. Je-li n sudé, pak jsou ,prostredni“ prvky dva a median je jejich prumér. Tedy
medidn z ¢isel 1, 4, 2, 5, 1 je 2, medidn z ¢isel 1, 4, 2, 5 je (4+2)/2 = 3.

2To, ze pieneseme O(n?) bitil, znamen, %e miizeme pienést tieba 10n? 4 5n bitd (protoze
nejvyraznéjsi Clen je pravé n2), ale uz ne tieba 0,0001n3 bitd (protoze pro dostateéné velké n
stejné 0,0001n3 preroste n?). Podrobnéji je vie vysvétleno tfeba zde: http://ksp.mff.cuni.cz/
kucharky/slozitost/.

3(Cisla budeme reprezentovat jejich zdpisem ve dvojkové soustavé doplnénym o piipadné nuly
na zacatku tak, aby mél zapis presné k cifer — bitt.


http://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/
http://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/slozitost/
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poslu kamaradovi median svych prvka a on mi na oplatku posle informaci o tom,
zda je muj median vétsi nez ten jeho. Co z toho dokazeme zjistit? Inu, oznacme si
milj median jako M, kamaradiv median jako N, ddle mnozinu mych prvka vét-
sich nez M jako Gj; a mnozinu mych prvka mensich nez M jako L, analogicky
mnozina kamarddovych prvka vétsich nez N bude G a mensSich nez N bude
Ly. Jesté si jako S oznadime posloupnost vSech ¢isel (mych a kamarddovych)
sefazenou sestupneé.

Nyni pfedpokladejme, ze M je vétsi nez N (opacny piipad funguje analogicky).
Potom urcité muzeme tict, ze prvky z G se nachazi nékde v prvni poloviné S.
Zjevné vsechny prvky z Gy jsou v S pred M a pred vsim z Lj; — to je alespon
m/2 ¢isel, kterd jsou v S za Gyy. Ale zéroven je M vétsi nez N, a tudiz je M vétsi
nez vSechny prvky z L. Z toho ale plyne, Ze vSechny prvky z G jsou v S pred
N a Ly, coz je dalsich alespon n/2 ¢isel. Tudiz za prvky z Gy je v S alespoil
(m+n)/2 dalsich prvka (nebot moje a kamarddova posloupnost neobsahuje stejné
¢islo). Pro lepsi predstavu je celd situace zndzornéna na Obrazku @

> Gu > M > L >
V
> GnN > N > Ly >

Obrazek 6: Schéma nerovnosti v moji a kamarddové posloupnosti po poslani medidnu
— nahore je moje posloupnost, dole kamaradova.

Co z toho mizeme usoudit o hledaném d-tém nejvétsim prvku? Pokud je d >
(m + n)/2, tedy hledany prvek je ve druhé poloviné S, vime, Ze to neni zadny
z prvki Gy MuZeme tedy celé Gy zahodit a déle hledat jen (d—|Gas|)-ty nejveétsi
prvek. Podobny argument muZeme pouZit pro d < (m +mn)/2, jen s tim rozdilem,
ze tentokrat muzeme zahodit prvky z Ly a dale hledat d-ty nejvétsi prvek.

A kdy skonc¢ime? Inu, kdyz ma jeden z hract uz dostatecné malo prvku, rek-
néme dva, tak prosté posle tomu druhému své prvky a jeho protéjsek uz trivialné
spocita medidn}

A kolik informace preneseme? V kazdé fazi komunikaceﬂ preneseme jedno k-
bitové ¢islo (medidn) a jeden bit navic, ktery signalizuje, zda je mij medidn véts
nez ten kamarddiv. Jedinou vyjimkou je posledni faze, kdy prenesme az tfi ¢isla
— dvé za posloupnost jednoho z hraca a jedno za vysledny median. Tedy celkem

4Rozpoznini konce nemusime v komunikaci nijak fesit — oba hraé¢i na zac¢atku vi, kolik m4
jejich protéjsek cisel, a z poslanych informaci mohou vzdy uréit, kolik ¢isel v daném kroku jejich
protéjsek zahodil. Tedy oba poznaji, kdy se mé prejit do ,finalni faze*.

5F4zi mame na mysli celou ¢ast komunikace zaéinajici tim, Ze j& poslu kamarddovi sviij
medidn, a koncici tim, Ze jeden z néas zahodi ¢ast svych prvki.
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O(k) bitl na fazi. A kolik bude f4z{? Pro jednoduchost predpokladejme, ze m > n.
V kazdé fazi jeden z hract zmensi pocet svych prvka na polovinu — nemtze tedy
probéhnout vice nez (logm + logn) € O(logm) fazi. Celkem tedy pfeneseme
O(klogm) bitt.

Algoritmus prenasejici tolik bit informace stacil na plny pocet bodu — byt
lze vytvorit i lepsi. Spousta z vés pouzila algoritmus, ktery prenese jen O(klogn)
biti (n < m). Ten funguje v podstaté jako vySe popsany algoritmus, jen s tim
rozdilem, ze v kazdé fazi zahazuji prvky oba hraci — je ale tfeba dat pozor, aby
se vzdy zahodil stejny pocet prvkia pred a za medidnem.

Na zavér jesté zminime, Ze ani O(klogn) neni optimalni feseni. Existuje algo-
ritmus, kterému staci prenést jen O(k) bitu.

O(N)dra

ReSeni témat
Téma 1 — Krotitelé svétla

K mému tématku dorazil prispévek od Pavly Trembulakové, kterda v ném rozebird
situaci za sebou postavené spojky a rozptylky se spoleCnou osou a obrazovym
ohniskem Fg' = Fg' a spravné dochazi k zévéru, ze svazek paprskii rovnobéznych
s optickou osou pii pruchodu sestavou cocek tuto vlastnost zachovava, jen z ni
vychézi vice koncentrovany, pricemz mira koncentrace stoupé s rostouci vzajem-
nou vzdélenosti ¢ocek d za podminky, ze vzdalenost stiedii obou ¢ocek je ostie
mens{ nez ohniskova vzdélenost spojky, tedy |d| < |fs’|.

———————————— D T T R
Fy Fr F¢ = Fy
- d
fs=fr+d

Obrazek 7: K ptispévku od Pavly Trembulakové

Déle se tento prispévek zabyva télesem se schopnosti drzet v sobé paprsek co
nejdéle. Navrhuje zde za téleso vzit hranol, ¢imz se tloha zjednodusi do pouhych
dvou dimenzi. Problém vsak ziistava nadéle otevien.
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Tyto vysledky bych ponechal jako inspiraci dalsim fesitelim a pridal k nim
doplnujici tkoly. Za prvé: Pavla Trembulakova, ktera u cocek vyuziva paraxialni
aproximaci, dochazi k zavéru, zZe se svazek pri zvétsovani vzdalenosti cocek zuzuje
limitné az k nulové tloustce, ackoli ji nikdy nedosdhne. Mym dopliujicim tikolem
je zjistit, zda je tato limita platna i mimo paraxidlni aproximaci, a pokud ne, tak
odhadnout, k jaké Sitce se svazek doopravdy blizi.

Za druhé je pékné, ze byl problém hledani svétlo absorbujiciho télesa zjedno-
dusen do 2D, ale je potfeba ho dotdhnout o néco dal. Proto navrhuji omezit se
pouze na hranoly, jejichz podstavu tvori pravidelny n-thelnik, a zabyvat se otaz-
kou, kolik uplnych odrazt v takovém hranolu muze vstoupivsi paprsek nejvyse
vykonat, popripadé jak tento pocet odrazt zavisi na n. Existuje takovy hranol,
ve kterém mize dojit k libovolnému poctu odrazi? Odpovida vyssi pocet odrazi
skutecné vzdy del$i dréze urazené v objektu?

Na zavér bych se vratil k samotnému vyznamu paraxidlni aproximace. Uz
v tivodu do tohoto téméatka jsme si fekli, ze tato aproximace spociva ve zjednodu-
Seni vypocta dosazenim sin(z) = x = tg(z) pro malé x. Déile je zndmo, Ze jejim
pouzitim se da dokézat, ze paprsky rovnobézné s optickou osou se v jeji blizkosti
odrazi bez vyjimky do ohniska. J&, v rdmci procviceni neaproximovanych vypoctu,
timto vypisuji odménu péti bodl na zodpovézeni otdzky: Kam se lamou obecné
paprsky rovnobézné s optickou osou? Dalsich pét bodt prihodim za dokazani vyse
uvedené skutec¢nosti o laméani do ohniska v paraxidlni aproximaci!

Tim protentokrat vsuvku k tématku uzaviram, preji hodné stésti v reseni.

EvZen

Téma 3 — Mafie jako vypocetni model

Pfigel nam pifspévek od Mgr.M Jonise Havelky, ve kterém fesi hned nékolik pro-
blémi zadanych k tématku. Konkrétné ve svém clanku navrhnul najit na grafu
mafiani kostru. Pomoci toho se mu podarilo alespon z ¢asti spocitat mafidny,
omezit primou komunikaci mezi nimi pii zachovani doruéitelnosti dopist a spoci-
tat, jak dlouho trva rozeslat zpravu vsem ostatnim mafidntim. S¢itani majetku a
zjistovani souvislosti maﬁeﬂ tedy stéle zustavaji oteviené. Konkrétné by bylo za-
jimavé najit algoritmus, ktery zjisti, zda existuje jeden mafian takovy, ze po jeho
zatceni mezi nékterou dvojici mafidni nebude existovat zpiisob, jak poslat dopis.
Déle by bylo zajimavé umét presné spocitat maximéalni vzdalenost v grafu.

Problém soucasné malfie je, ze dopravovani zprav muze trvat dlouho. Je tedy
potieba mafii preusporddat tak, aby se zprava mohla dostat mezi libovolnymi
dvéma mafiany co nejrychleji. To odpovida tomu, aby byl primér jejitho grafu
(délka nejdelsi nejkratsi cesty) co nejmensi. MiZzete se mafii soucasné snazit pie-
usporadat tak, aby navic bylo tfeba zatknout hodné mafidnti na to, aby se mafie
rozpadla. Kazdy mafidn by mél po tpravé mafie stdle znat ne prilis mnoho jinych
mafianu.

6Souvislost mafie je pocet mafidnt, které musime zatknout, aby si néktei{ dva mafidni nemohli
vymeénovat zpravy pres nezatcené mafidny.
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Prozradime, Ze lze splnit obé podminky zaroven a ze to souvisi s takzvanymi
expandery. Expander je graf, ktery mé velikou ,souvislost (minimdlni podet
vrcholu které je potieba odstranit, aby graf prestal byt souvisly) a maly prumér.
Takové grafy se daji zkonstruovat napiiklad tim, Ze vezmeme v jistém smyslu
nahodny graf. Muze se tedy hodit ve vasem feSeni vyuzivat ndhodu a ukazat, ze
vase TFeseni bude pravdépodobné dobré.

Jako vzdy, budeme radi, pokud si vymyslite vlastni problém, ktery by mafidni
mohli fesit, a poslete nam jeho feseni. VysSe zminéné problémy berte jen jako
inspiraci.

Pokud vAm néco neni jasné, mate otézky, nebo mi chcete ohledné tématka
napsat, mizete tak ucinit e-mailem na adresu|jakub.tetek+mam@matfyz.cz.

Kuba

Mafidnské stromy (10b)
Mgr.M™ Jonds Havelka

Pro rtizné vypocty v grafu se mohou hodit stejné, anebo podobné struktury, které
si mohou mafiani predpripravit, aby nasledné vypocty probihaly rychleji. Takové
struktury vznikaji, pokud si nékteri mafidni ,prestanou® psat. Tito mafiani si
mohou psat i nadale, takze v nékterych pripadech muzeme kombinovat i vice
takovych struktur. V algoritmu se ale ¢asto vyplati, ze mafidni védi, kam maji
dopisy poslat.

K prvnf takové struktufe nas vede hned 2. navrhnutd tloha ze zadan{’| Grafem
s nejméné hranami je stronﬁ obsahujici v8echny vrcholy (neboli kostra grafu), ten
ma totiz o jednu méné hran nez vrcholi a pro kazdy souvisly graf musi platit, ze
vSechny vrcholy (kromé prvniho) jsou se zbytkem spojeny pomoci jedné hrany.
Méné nez n — 1 hran mit tedy mafidni nemoho

Konstrukce stromt

Strom sestavime tak, aby z kofendﬂ ke kazdému clenu byla co nejkratsi cesta.
Tedy jeden predem zvoleny mafidn posle dopis vSem svym ,znamym¢“. Kazdy
z mafiana po prvnim prijeti rozesle dopis vsem mafianim, které zné, a zapamatuje
si, odkud dopis priSel — tim smérem lezi kofen. Kdyz dopis dostane podruhé,
znamena to, ze i odesilatel dostal dopis ve stejnou chvili, tudiz si nemuseji psat a
tato hrana nebude ve stromu obsazena. Potfeti uz dopis nedostane, protoze vsichni

"Mafidni by chtéli co nejvice omezit pocet dopisti, které poslou. Rozhodli se proto, Ze si spolu
nékteri mafidni prestanou dopisovat. Najdéte co nejvice dvojic, které si spolu mohou prestat
dopisovat tak, aby stile mezi libovolnou dvojici mafidnu existovala cesta.

8Strom = souvisly graf bez kruznic. Kruznice (nékdy téz cyklus) = mnozina hran s vrcholy
tvortici (topologickou) kruznici. Tedy z kazdého vrcholu vychdzi 2 hrany a oba sméry, kterymi se
muzes vydat z jednoho vrcholu kruznice, té zavedou na kterykoliv vrchol, aniz bys Sel po jedné
hrané dvakrat.

9Pismeno n oznacéuje pocet vrcholi.

10Kofen = jeden (pevné zvoleny) vrchol stromu. List = vrchol stromu, ktery je spojen pouze
s jednim dalsim vrcholem a neni kofenem.


mailto:jakub.tetek+mam@matfyz.cz

14

jeho sousedi uz dopis dostali od ného. Jesté se muze stat, ze dostane dopis od vice
znamych najednou, to ma pak stejné daleko ke korenu pres vSechny, tedy kromé
jednoho si s nimi nemusi psat, tedy posle jim néjaky ,,ukoncovaci® dopis, ktery
vyjadri, ze se k nému dostava dopis jinudy. Tim odstranime vSechny kruznice a
dostaneme strom.

Ulohy na s¢itani

Stromy se skvéle hodi, pokud chceme secist hodnoty, které maji u sebe rizni ma-
fiani. Kdyz se vratime k druhému navrhu ze zadani, zjistime, ze tkolem nebylo
takové seskupeni vytvorit, ale spocitat, kolik hran muzeme smazat. Kazdy ma-
fidan si pamatuje, s kolika lidmi si prestal psit, a tyto hodnoty musime secist.
Zacneme od lista. Mafidni v listech poslou sviij pocet smérem ke korenu, a kdyz
mafian dostane pocet od vSech mafianti dale od kofene, nez je sam, posle jejich
soucet secteny se svym poctem opét ke korenu. V kofeni pak vyjde soucet vSech
ukoncenych vztahti, bohuzel vSak z obou stran, tedy pocet jesté musime vydélit
dvéma.

Specidlnim piipadem je, kdyz kazdy mafidn bude mit ¢islo 1. Soucet n-krat
jedné je samozfejmé roven n, tedy setenim jednic¢ek dostanu pocet mafidnt (ne-
délim dvéma, kazdého pfi¢tu pravé 1). Nebo mizeme mafidntim urcit hodnotu 1,
nebo —1, podle toho, jestli hlasuji pro, nebo proti né¢jakému néavrhu. Toto hlaso-
vani je rychlé, ale vefejné. Tajny prenos ve stromé neucinime, jelikoz do a z listd
jde informace pres jednoho clovéka, tedy nelze poslat kli¢ pro zasifrovani.

Déle miizeme listim dat ¢islo 1 a ostatnim 0, ¢imz vypocitdme pocet listi.
To se nam muze hodit, pokud chce kotfen rozeslat néco tak, aby to vidéli vSichni,
nemuselo se to vracet a nemuseli to kopirovat jini.

Ulohy na méfeni vzdalenosti

Jedinou vzdalenost, kterou uréime presné, je vzdalenost mezi kofenem a nejvzdale-
néjsim listem. Tentokrat ale mizeme poslat dopisy jakékoliv, protoze bude zédlezet
jen na case, za jaky se dopis dostane z listu do korene. Z listti vyjdou prvni dopisy.
Kazdy dalsi mafidn vzdy pocké, az prijde dopis od vsech mafidnt dale od kofene.
Pak posle dopis dal. Ve chvili, kdy prijde posledni dopis do kotfene, odec¢teme pocet
dnt, a tak dostaneme pozadovanou vzdalenost. Nejvzdéalenéjsi nikde necekal.

Jinou vzdalenost mezi dvéma body nejde presné urcit, jelikoz velka ¢ast hran
byla zapomenuta. Mtzeme vSak alespon ucinit horni a dolni odhad vzdalenosti
dvou nejvzdélenéjsich mafiant. Urcité nebude delsi nez dvojnasobek nejvétsi vzda-
lenosti list—koren, jelikoz nejhtufe muze jit z listu do korenu a odtud bude rozeslan
az do zbylych listi. Nejméné pak nejvétsi vzdalenosti list—koren, jelikoz z kofenu
do tohoto listu kratsi cesta neexistuje.

Casové slozitost je v§ude maximalné list-koten, jelikoZ vypocet jde pravé touto
cestou, dokonce i u konstrukce stromu. Délka textu pak v nékterych pripadech
(prdzdné dopisy) bude v podstaté nulovd, u jinych nepiekroéi poéet ¢lent x délka
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informace jednoho ¢lena, jelikoz kazdy posle jen jeden dopis. Jelikoz nejvétsi vzda-
lenost mezi mafidny byla odhadnuta mezi maximalni vzdalenosti list—koren a jejim

dvojnésobkem, v asymptotické slozitosti je jedno, kam kofen umistime.

Vysledkova listina 1. Cisla

Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 tl1 t3 Zo 21
1. | Mgr.™J. Havelka 2 | 34,6(3,8 3,0 2,3 2,5 10,0 | 21,6 21,6
2. | Be."MJ. Loffelmann 4| 11,1(3,0 2,8 2,3 3,0 11,1 11,1
3. | Mgr.™MM. Bukvayj 2| 24,0[4,0 2,5 2,0 2,5 11,0]11,0
4. | Mgr.™M7Z. Urbanova 4| 39,240 0,7 2,0 4,0 10,7 (10,7
5. | Mgr."MK. Cizkovd 4 | 43,14,0 2,5 2,0 2,0 10,5 10,5
6. | Mgr.™K. Rosické 3| 45,2(4,0 2,7 2,0 8,7 8,7
7. | Mgr.™J. Domes 3| 24,9(3,6 2,7 2,0 83| 83
8. | E. Vitkova 2| 80/[3,0 202010 8,0| 8,0
9.-10. | J. Ponic 4| 7,7!38201,9 770 7,7
Mgr.™MB. Pozar 4| 38,6/(3,0 2,7 2,0 77| 7,7
11. | Mgr.™MO. Bugek 4| 47,8(31 2,5 2,0 7,6 7,6
12. | Mgr.™J. Razicka 31 29,713,125 1,9 7.5 7,5
13. | Mgr.™J. Suchinek 4| 42,2(2,1 2,0 3,0 7,1 7,1
14.| D. Saracino 4 6,712,2 2,5 20 0,0 6,7| 6,7
15. | P. Trembulakova 4 6,5 0,5 2,0 4,0 6,5| 6,5
16.-18. | M. Kalouskova, 21 6,0[30 1,0 2,0 6,0 6,0
Be."MF. Kmjeé 2| 13,4 2,0 4,0 6,0| 6,0
A. Trojanové 3] 6,0[1,0 1,0 2,0 2,0 6,0 6,0
19.-20. | Dr."MK. Balej 3| 53,2(4,0 1,9 59| 5,9
Mgr."MB. Hroncova 3| 44,7(3,2 2,7 59| 5,9
21. | A. Foglarové 3] 56/[36 2,0 56| 5,6
22.-24. | Be."MO. Gonzor 1| 19,7 2,0 3,5 55| 5,5
Mgr."ML. Kundratovd | 3 | 48,2(3,5 2,0 55| 5,5
Mgr.™A. Neubauerovd | 4 | 22,5|3,5 2,0 55| 5,5
25. | Be."MV. Prochizka 4| 14,3105 2,8 2,0 53| 5,3
26. | Doc."MA . Mlezivova 4 1110,7|3,2 2,0 52| 52
27. | Mgr.™R. Olsék 3| 26,931 2,0 51| 5,1
28.-29. | Dr."MF. Cermak 4| 56,730 2,0 50| 5,0
Dr.™ML. Vincenové 4| 50,5|3,0 2,0 5,0 5,0
30.-31. | Mgr."ML. Bujnovska 4] 229(25 2,3 48| 4,8
Be.™MT. Polikova 4| 11,1(25 2,3 48| 4,8
32. | Mgr.™M. Holubi¢ka 2| 26,8 2,5 2,0 45| 4,5
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Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 t1 t3 Zo 21
33. | A. Hollmannova 1 4,011,0 0,5 0,0 2,5 4,0| 4,0
34. | M. Bocek 3,912,0 1,9 3,9 3,9
35. | K. Tauchmanova 4 3,5 2,0 1,5 3,5 3,5
36. | M. Kripner 3 3,21 3,2 3,2| 3,2
37.| R. Wéagner 4 3,0 1,0 2,0 3,00 3,0
38.-39. | J. Kaifer 2 2,5 1,0 0,0 1,5 2,5 2,5
S. Sulanova 2| 25/0005 20 2,5 2,5
40. | K. Levickova 2,0 2,0 2,00 2,0
41. | M. Buckova 1 1,9 1,9 1,9 1,9
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