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Casopis MEM a stejnojmenny korespondencni semindr* je urcen pro studenty
strednich skol, kteri se zajimaji o matematiku, fyziku ¢i informatiku. Béhem
skolniho roku dostdvaji resitelé zdarma cisla se zaddnim tloh a témat
k premyslend. Svd reseni odesilaji k nam do redakce. My jejich prispévky
opravime, obodujeme a posleme zpet. Nejzajimavéjsi reseni otiskujeme.
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Nasi mili ¢tenari,

v lednu organizdtory M&M prekvapily t¥i véci: snih v Praze, blizici se zkouskové
obdobi a pocet doslych ucastnickych feSeni. Za snih i za vaSe TeSeni jsme moc
radi. Abyste mohli s takovou vervou resit i nadéle, nové ¢islo jsme pro vas doslova
nabili obsahem. Reagujte na né, rozvijejte je, bofte zazité predstavy.

Motivaci vdm muze byt napiiklad to, Ze je jiz zndm termin jarniho soustiedéni:
23. 4. az 1. 5. 2016. Volili jsme ohleduplné — maturanti, pocitdme i s vami.

Kdo by se s matfyzaky chtél potkat diive nez na soustfedéni, mtze zavitat
11. inora na Jeden den s fyzikou. Vice informaci tradi¢né na http://mff.cuni.
cz/verejnost.

Na zavér jesté tipy na zajimavé ¢teni: Novy seridlovy c¢lanek na strané [31] je
tentokrat prakticky a vénuje se molekulam. A jesté pfed nim najdete povedené
¢lanky Mgr.MMSary Roseceké, Dr.MMKlary Stefanové a Mgr.MMDominiky Jurdové,
shrnujici konfery ze soustfedéni. Autorky chvilime a vdm vSem prejeme hezké
¢teni.

vasi organizdtori

rz 7 ' d
Zadani uloh
Termin odeslani treti série: 1. 3. 2016

Ctverice vijletniki se na sebe vijznamné podivala, a prestoZe Zdenék s Tomdsem
a Petrem neméli o Janiné zkoumdni rychlosti desté ani potuchy, pochwvala jim
lichotila. Jana se pro sebe usmdla, schovala svij vzkaz pro M, protoZe uZ evidentné
vsechno véedél, a tise se dmula pychou. Méla zase plno energie a nadsent vydat se
na dalsi cestu. Na listku stdlo, Ze se maji na rozcesti vydat doprava. Po chvilce
chize se dostali na vyhlidku, kde na né cekal proni dnesni tukol. Tomds se trochu
unavené posadil a sledoval ostatni, jak hledaji vsechny instrukce. Tohle spani ve
stanu ho prilis nezaujalo a radsi by si rTesil hddanky nékde v suchu doma. Po
chvilce hleddni meli ostatni kompletni kol a mohli se do néj pustit.

Uloha 4.1 — Divné psani (4b)

Vasim tkolem je desifrovat nasledujici vzkaz ve finstiné (text byl pfed zaSifrovanim
zbaven diakritiky, takZe pouzivad pouze anglickou abecedu). Je to substitucni sifra.
Ukolem neni nalézt ¢esky pieklad, ale mozné za néj bodik navic bude.

Cbfb wijjxjj ysfnthuvbutuz vs guxxs bz znxvs ystss. Wngsxxs cbfbh gpbksh
nzuyyswgnnz wbukjz xnthus, vswsxss, tnuzss vs fjbtbs, yjhhs ynhguggs zn kbuksh
wsphhss ypbg ybzucjbxugnycss fskuzhbs, wjhnz gjbysuinz fsshnhhs vs xjbzzbzzu-
uhhpnz wsgknvs. Gpwgpxxs cbfbh wnfssksh ksfsfskuzhbs hsxkns ksfthnz gpbys-
XXS gunzus, vswsxsz vs tnuzunz xugswgu. Hsxknxxs, wjz fskuzhbs bz xjbzzbggs
kstnyysz, cbfbh nhguksh nzguguvsugnghu vswsxss. Cbfb cpghppwuz tsughsyssz
vswsxsz ynhfuz cswgjugnz tszrnz xscu. Ypbg tnuzswsgkuh vs ksfkjh wnxcssksh
cbfbvnz fskuzzbwgu, vbg vswsxss nu bxn hsfecnnwgu gsshskuxxs. Vswsxughs cbfb
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gjibguu csxxnfbcbfbzvswsxss. Chibz fjjszgjxshjg pwguzwnthsughjj hsxknxxs vs cb-
hguz ynfwuhpg bz nfuhhsuz kstsuznz. Cbfb yjughjhhss hsxkuguz pwguystsughs
nxsuzhs vs hsxku ynfwuhgnn cbfbxxn xsuthjyughs vs vbcs ksuz tnzruggsgbxku-
syughs. Cbfb ynznhhss hsxknxxs zbfyssxughuwuz zbuz kuuinzznwgnz csuzbghssz.
Zpwpuguz pxnughpzph xugsfjbwuzhs bz yjjhhszjh huxszznhhs ynfwuhhsksghu.

Tomads se na chvili pridal k lusténs, ale kdyZ skoncili, vysledek ho zklamal.
,, VZdyt tam nejsou zZddné instrukce, kam pokracovat! Nechal nds tady lustit nejaky
ndhodny text, ktery ani nevime, jestli byl uréeny pro nds, a pritom ndm nerekl,
kam pokracovat. Aspon Ze tam dole jezdi vlak, budu se mit jak dostat domi!*
To wvyburcovalo Petra: , Prece se tak snadno nevzdds!? Podivej se kolem sebe,
treba tu neco jesté bude. “ Prdtelé se otocili a v tu chvili zaslechli sotva znatelné
zasusténd zmoklijch listu a zahlédli pohyb. Pred nimi leZel na zemi papir. Mnohem
usecnéjsi, naskraibanéjsi a méné propracovany nez obvykle. Petr papiru nevénoval
pozornost. Bez zavdhdni vbéhnul mezi stromy, kde tusil jejich pruvodce, a dobrou
c¢turt hodinu procesdval podezrely kousek lesa. Nic. M byl rychlejsi. Neékteri jeho
spolecnici zistali u papiru, jind se pridali k hleddni. Kdyz Jana vidéla, jok dlouho
uZ nic nenasli a Ze stopa uzZ ddvno vychladla, prohldsila: ,Pro¢ ho vlastné tak
honime? Taky bych ho rdada potkala, ale treba md divod, proc¢ si s nami zatim jen
dopisuje. A podivejte, na listku je dalsi trasa, tak na co cekame?“

Cesta byla popsand trochu méneé jasne, nez doted. M jim radil, aby se néjak
dostali dolu k Tece a kus zpdtky. Pry tam urcité objevi zpisob, jak se dostat pres
reku. To bylo néco pro Petra. Vedl celou skupinku doli misty po neznacené cesté
na jih, misty uplne mimo cesty. Nakonec se ale dostali k velké silnici krizici se
s Zeleznict, kde uz diive byli. ,No a co ted? Zddny most?“, nabrucené poznamenal
Tomads. ,,To bychom meli moc jednoduché, pojdme se podivat k té rece“, povidal
Zdenék. Tomds se otravené loudal vzadu, zatimco Jana zahlédla na Tece mensi lod,
kterd je nakonec prevezla na druhou stranu.

Kupodivu Tomdsovi ndladu nezlepsila ani lodka, ani dalsi listek, ktery nasli na
sloupu za tekou. Ve wvesnici si zacal stéZovat, Ze by si dal néejaké poradné jidlo,
kofolu a Ze ho boli nohy. ,,To teda omulujes brzo “, usmadla se Jana, kdyZ si vzpo-
mnéla, jak tohle slovo v hordch pouzival jeji kamardd, kdyz bdsnila o kilech merun-
kového jogurtu a kuveti na smetané. , Prece se ted s tim nebudeme zdrZovat, mdame
velké posldni!“ Tomdas ale zacal nanovo: ,Jd bych si tak zaplaval doma v bazénu!
Ze jd jsem radsi nezistal tam nebo nejel se sestrou k mori!“

Uloha 4.2 — Kruhovy bazén (3b)

Méme zapustény bazén kruhového ptudorysu o poloméru R (index lomu vody no,
index lomu vzduchu n;). Do jaké maximalni hloubky se muze potopit plavec,
aby ve svételném kruhu nad sebou teoreticky vidél cely prostor nad hladinou?
(Uvazujme zcela rovnou vodn{ hladinu.)

Kdyz ho Jana vidéla, poprosila veliciho Petra, aby dal par minut pauzu, a slibila
Tomdsovi, Ze si na néjakém prihodném misté uvari obéd a odpocinou. Po pauze se
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vydali podle instrukci vesnici na sever, viceméné pordd po cervené znacce, az se
dostali ze zdstavby znovu ke skaldm. Byla tam krdsnd cesta podél teky, sem tam
prolézani, spousta vyhledi a oni skoro zapomnéli, Ze u potoka meli odbocit doprava.
Vzpomnéli si, az kdyz uzZ ho minuli, ale nastésti Tomds uz hodnou chvili vyhliZel
misto na obéd, tak si potok pamatoval. Vrdtili se k nému a podél potoka dorazili ke
studdnce. Protoze uZ jim dochdzela voda, rychle se k ni vrhli a z malého proudu
naplnili vsechny ldhve. Jana si sedla k vareni a Zdenék ji pomdhal krdjet suroviny.
Tomds zatim pomalu bloumal po okoli, kdyz v tom se rozzdril. Za studdnkou leZela
hromada svicek a sirky. Zavolal na Petra, aby si s nim zahrdl hru, kterou prdve
vymyslel.

Uloha 4.3 — Hra se svickami (4b)

Na stole je pevné umisténo 2016 svicek. Dva hraci hraji nasledujici hru. V kazdém
tahu hrac¢ rozsviti nebo zhasne jednu ze svicek, ale nesmi to provést tak, aby se
rozsvicené svicky ocitly ve stejném rozestaveni, jako uz nékdy diiv ve hie. Hraci se
stridaji v tazich a prohrava ten hrac, ktery uz nemuze provést tah. Ktery z hraca
méa vyhravajici strategii?

Kdyz se dojedlo a dohrdlo (ono s 2016 svickami jim to zabralo porddné dlouho),
vydali se vsichni spokojené na dalsi cestu. Chvilemi jim uz bylo skoro jedno, kam je
M sméruje, ale uzZivali si cestu béhem krdsného dne, béhali kolem skal, lezli po nich
a hrali vsemozné hry. Pritom se stalo, Ze se Jana s Petrem oddélili od ostatnich
a dlouze si povidali. Petr byl Jané stdle sympatictejsi, povidal ji o svych cestdch,
jak rad hraje na housle a bavi ho divadlo. UZ skoro hltala kazZdé jeho slovo, cehoZ
st Petr po chvili vsimnul a lichotilo mu to. V tom se ale zarazil, kdyz si uvédomil,
ze se vlastné tak trochu ztratili. Po chvili voldni, na které ale nikdo neodpovidal,
zacala Jana panikarit. ,Jak se ted dostaneme zpdtky? Nemdme mapu a dokonce
i kompas zustal v Zdenka! Aspor zpatky k tece kdybychom se dostali, podle té uz
nékam dojdeme. .. “ V tu chvili Petr sundal batoh, vytdihnul z néj svij moderni
notebook, ktery dokonce umél prijimat i GPS, a dal se do prdce. Nez ale stihnul
najit, co potreboval, technika zklamala.

Uloha 4.4 — Klavesnice (3b)

Potkala vas nestastna nehoda — vasemu notebooku se rozbila klavesnice a touch-
pad. Situace ale neni tak zoufald, z klaves funguji sipky a Enter, navic jste zrovna
méli zapnutou softwarovou klavesnici. Softwarova klavesnice je obdélnikova ta-
bulka znaku s kurzorem. Kurzor vzdy ukazuje na jeden znak a lze jim po tabulce
pohybovat pomoci Sipek. Stiskem klavesy Enter se vypise znak, na ktery ukazuje
kurzor. Text ahoj by bylo mozno napsat na nasledujici kldvesnici (hvézdic¢kou je
oznaCena pocateéni pozice kurzoru) jako:
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Enter, —, Enter, —, Enter, <, |, Enter

a* | h|o
b |j]|a
r |3 g

Jelikoz lenost je hybnou silou pokroku, chcete se pri psani co nejméné nadrit.
Proto potrebujete vymyslet algoritmus, ktery pro zadany text a zadanou klaves-
nici najde nejmens{ pocet stisku skuteénych kldves (tj. Sipek a Enteru), pomoci
kterého lze text na kldvesnici napsat. Pro klavesnici z prikladu a slovo ahoj nam
staci pét stiskt klaves. Samoziejmé chcete, aby byl algoritmus co nejefektivnéjéﬂ
O klavesnici mizete predpokladat, ze bude pouzivat néjakou rozumné malou sadu
znakt, napiiklad ASCII. A nezapomerite, znaky se na kladvesnici mohou opako-
vat!

Po dlouhém hrani si s rozbitou kldvesnici se Petrovi konecné podarilo najit
jejich polohu na mapé. Tajuplné se usmdl a ukdzal smérem, kterym se dostanou
zpet k rece. Na cesté uz na né netrpélivé cekali Tomds se Zdernkem. Spolecné se
vydali ddl aZ k rozcestniku, kde byly dalsi instrukce a vzkaz.

Reseni uloh 2. série
Uloha 2.1 — Hledani minima (4b)

Zadani:
Ezistuje funkce, o které vis, Ze na uzavieném intervalu (0; 1) redlngch cisel spliuje
ndsledugjici:

1. je vsude definovina

2. jejim oborem hodnot je podmnozina redlnych cisel
3. md pravé jedno lokdlni minimun{]

4. nikde neni konstantni

Tuij kol je jednoduchy: najdi takovy interval (a;b), ktery toto minimum ob-
sahuje, a pritom b—a < 1/1000000. Bohuzel nevis, jak je funkce definovdina. Na-
stésti ale mds kouzelnou krabicku, které muzes zadat libovolné redlné céislo a ona
ti s naprostou presnosti prozradi funkcéni hodnotu v tomto bodée. Chvilku ji to ale
trvd, takze ukol chces splnit na co nejméné pouziti krabicky. Za obzvldste efektivni
resent budou bonusové body.

10O tom, jak efektivitu algoritmi néjak métit, se mizes dozvédét v nasledujicim povidani od
nasich kamardd z KSP: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/25/cookl.html

2Existuje tedy né&jaké xo (ono minimum), pro které plati, Ze na celém intervalu (0, zo) je
funkce klesajici a na celém intervalu (zg,1) je zase rostouci.
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Reseni:
Nejdrive se domluvme na nasledujicim znaceni:

® 1., bude nami hledany bod, ve kterém nabyva funkce f minima na inter-
valu (0; 1)

® I1,Ty,T3... budou nami vybrané hodnoty x, pro které jsme zjistili hod-
notu f(z). Pfedpokladejme, ze x1 < x2 < x3 < ...

Pozorovani: To, Ze zndme f(z) pro néjakou jednu hodnotu x1, ndm o 'y, nic
nefekne, @y, muze byt mensi, rovno, nebo vétsi nez z;. Pokud ale zndme f(x)
pro dvé hodnoty x1 a g, tak uz néco o i, vime. Kdyz f(z1) < f(z2), tak
ZTmin < T2 (a naopak). Rozmyslete si situaci f(z1) = f(z2), zejména to, Zze ndm
to pocet dotazi na krabicku nikdy nezvysi.

Pokud zndme hodnoty f(z) pro x1,xs,3,...,z, a f(x) je nejmensi pro x,
tak plati, ze Tp—1 < Tmin < Tht1-

Nasim cilem bylo 1000 000-krat zpresnit nas odhad na to, kde se xy,;, nachazi.
Kdybychom se to pokusili udélat ,najednou”, budeme potiebovat 1999999 po-
uziti krabicky. My ale vysledky z krabicky dostavame postupné. Pokud se poku-
sime dvakrat za sebou zpresnit nas odhad 1 000-ndsobné, tak nam bude stacit jen
2-1999 = 3998 pouziti krabicky. Na tii stondsobnd zpresnéni budeme potrebovat
3199 = 597 pouziti krabicky, na Sest desetindsobnych zpfesnéni 6 -19 = 114 po-
uziti krabicky, ...

Trocha experimentovan{ ukéze, Ze idedlnim postupem je 20 zptesnéni na 2/4 pt-
vodniho rozsahu. Pokazdé pouzijeme krabicku trikrat, celkem 60-krat.

To je ale vse za predpokladu, ze se nam nijak nepovede ,recyklovat® informace
z predchoziho kroku. Pokud nedoslo k tomu, ze se nam dvé zjisténé hodnoty rov-
naly, tak ndm jedna z hodnot zustane ,uvniti “ ndmi prohleddvaného rozsahu.

Tento zbyvajici bod ndm (pokud rozdélujeme interval rovnomérné) vyjde presné
doprostred nového rozsahu, coz nam prohledavani jesté o kousek zlevni na 41 do-
tazll celkem (v prvnim kroku neni co recyklovat).

To ale jesté porad neni idedlni feseni! Co kdyz nebudeme délit interval rovno-
mérné? Pokud se zeptdme na dva body opravdu blizko u stiedu intervalu, umime
interval témér pulit na dva dotazy. Takze teoreticky bychom mohli zpresnovat
20-krat za pouhych 40 dotazu.

Co kdybychom uméli soucasné délit interval nerovnhomérné a pritom recyklovat
piedtim zjisténé hodnoty? ReSenim je pouziti zlatého fezu, tedy ©éisla
¢ = 0,6180339887 ..., které splnuje vlastnost f = ¢. Pro nazornost predpo-
kladejme, ze jsme v prvnim kroku. Interval od 0 do 1 rozdélime zlatym Tezem
z obou stran a krabicky se zeptdme na f(z) pro 1 = ¢ a x9 = 1 — ¢. Timto
docilime zpresnéni na ¢-nasobek puvodniho rozsahu za 2 dotazy. To neni nic ex-
tra, ale nasledné si staci vSimnout, ze ten jeden bod, ktery nam zustal v rozsahu,
umime bezproblémové zrecyklovat, protoze
=¢®1=¢+¢2©Q=¢>,

1+¢ )
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diky ¢emuz nam bude stacit 29 zpiesnéni za celkem 30 dotazti.
Existuji jesté pokrocilejsi optimalizac¢ni algoritmy, ale tam uz jsou rozdily na-
tolik malé, Ze ndm uz nezvlddnou usetfit ani jeden dotaz.

Matej

Uloha 2.2 — Dvé kruznice a obdélnik (3b)

Zadani:

Dvé kruznice k, | se protinaji v bodech M a N. Necht ABCD je obdélnik, pricemz
vrcholy A a C lezi na k, vrcholy B a D lezi na l. Dokaz, Ze prisecik uhlopricek
obdélnika ABCD lezi na tisecce MN.

ReSeni:
Pripomenme si nejprve, co je to mocnost bodu ke kruznici. Konkrétné uvazme
néjaky bod A uvnitf kruznice k a libovolnou pfimku prochézejici skrz A, ktera
protne k v néjakych bodech P, (). Potom mocnosti A ke kruznici k& budeme
rozumnét souc¢in |AP| - |AQ)|; toto &islo je nezévislé na volbé piimky.
Prozkoumejme nyni mocnosti bodu na tseéce M N vuéi kruznicim k& a . Pro
néjaky takovy bod X je jeho mocnost vii¢i obéma kruznicim | X M|-| X N|. Zkusme
naopak zvolit néjaky bod Y lezici wuvnitf kruznic k£ i [, ale mimo
usecku M N. Poloprimka MY protne k a [ v riznych bodech P a @, proto i moc-
nost bodu Y ke kruznici k£ bude rozdilna od té k [. Pro body uvniti obou kruznic
tedy plati, Ze ty na tise¢ce M N jsou presné ty se stejnou mocnosti k obéma kruz-
nicim. Nase tvahy by bylo mozné zobecnit, plati, Zze body se stejnou mocnosti
k obéma kruznicim jsou pravé ty na primce M N; tato piimka se pak nazyva
chordéla.

Q

Obrazek 1: Body na tseCce M N jsou pravé ty, které maji ke k i [ stejnou mocnost a
zaroven lezi uvniti obou kruznicich.



Nyni jiz k samotné tloze. PovS§imnéme si, ze prusecik thlopricek obdélniku S
jisté lezi uvnitt obou kruznic k a [l a plati pro néj tedy nase predchozi pozorovani.
Nyni jiz sta¢i spocitat, ze mocnost S ke kruznici k je |SA| - |SC| a ke kruznici [
|SB| - |SD|. Prasecik thlopticek obé thlopricky puli, takze mocnosti jsou stejné
a S lezi na tseéce M N, coz bylo dokazat.

Vasek

Obrazek 2: Bod S m4 stejnou mocnost k obéma kruznicim.

Uloha 2.3 - Papinak (3b)

Zadani:

Potrebujete si rychle uvarit jidlo. Nemdte tlakovy hrnec, pouze jednoduchiy s poklic-
kou. Jaké mazximdlni teploty v ném mauzete dosdhnout, kdyz mezi hrnec a poklicku
ddte tésnéni a na poklicku si sednete? Jak tézkd (nebo zatiZend) by musela byt
poklicka, abyste v hrnci dosdhli stejné teploty jako v papinidku? Sami odhadnéte
potrebné ciselné parametry.

Reseni:

Predstavme si situaci, kdy sedime na poklicce, ve které neni zadnd dira a mezi ni
a hrncem je tésnéni. Existuje maximélni sila, kterou muze pusobit plyn v hrnci,
aby poklicka neuletéla nahoru. Zvrchu ptisobi na poklicku tihova sila mg a tlakova
sila atmosféry pgS, kde pg je standardni atmosfericky tlak a S je plocha poklicky.
Zespodu na ni pusobi ona maximalni sila, kterd je rovna tlakové sile plynu S pmax.
7 toho muzeme vypocitat maximalni tlak v hrnci

mg
Pmax = ? + po-
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Deformaci poklicky a hrnce zanedbavame. Budeme pocitat se standardnim
tlakem pg = 100kPa a poklickou o priuméru d = 17,5cm. Typickd hmotnost
¢lovéka s poklickou je priblizné m = 70kg. Maximalni tlak je tedy

Pmax = 129 kPa.

Kdyz obsah hrnce zahtivame, dojde po urcité dobé ke vzniku syté pary. Tlak
této syté pary zavisi pouze na teploté — md jeden stupen volnosti, funkce p(t)
nezavisi na objernuﬂ Pokud tuto funkci zndme, mizeme z ni vyjadrit maximalni
teplotu t. Nanestésti neexistuje jeji analytické vyjadieni a hodnotu musime zjistit
naprt. z tabulek. Hodnota teploty varu vody odpovidajici maximalnimu tlaku pmax
je priblizné

t=107,2°C.

Vidime, zZe tato teplota je jen o méalo vétsi nez teplota varu vody za stan-
dardnich podminek (pfiblizné 100 °C). Abychom doséhli teplot béznych v tlako-
vych hrncich 120°C — 130 °C, musime vyvinout tlak pfiblizné pya.x = 200kPa az
270 kPa. Hmotnost poklicky vypocitdme z rovnice pro maximalni tlak:

m = (pmax - PO)S

g
Pro dané tlaky to jsou hmotnosti 246 kg az 416 kg. Pokud vsak pouzijeme mensi
hrnec, napf. s primérem d = 14 cm, budou potiebné hmotnosti v rozmezi 157 kg
az 267kg. Na to uz budou stacit dva az t¥i vzrostlejsi lidé.

Poznamka k doslym reSenim:
Nékteri z fesitelt povazovali plyn v hrnci za idedlni a pocitali se stavovou rovnici

Vi _ p2Vo
Ty T -

Tento predpoklad je vsak chybny, protoze o idedlnim plynu mizeme hovorit az pri
vyssich teplotdach kvili silnému silovému ptisobeni mezi molekulami vody, navic
se pri vyparovani a kondenzaci méni molarni mnozstvi, které by v rovnici mélo
také figurovat

Viktor

Uloha 2.4 — Mince na podnose (3b)

Zadani:

Nekdo vdm zavdzal oci a postavil vds pred ctvercovy podnos, na kterém je v kaZdém
rohu jedna mince. MizZete otocit libovolné z téchto minci a ddt ruce pryc. Pokud
pak budou vsechny licem nahoru, splnili jste ukol; v opacném pripadé se podno-
sem otoci o mezndmy pocet cturtotdacek a zacne se od zacdtku. NedokdzZete zjistit

3Teplota t odpovida bodu varu — po jejim pfekroceni se vedkers kapalina pfeméni na plyn.
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hmatem, kterd strana mince je kterd. Jak to provedete, pokud nechcete spoléhat
na ndhodu?
Reseni:
Abychom mohli kol prevést na tkol, kdy staci dosahnout stejného otoceni vsech
minci, v kazdém lichém tahu oto¢ime vsechny mince. Pokud jsou vSechny mince
na zacatku stejné otocené, ale licem dolli, pak vyhrajeme jiz po prvnim tahu.
Daéle mohu mit mince oto¢ené bud dvé a dvé stejné, nebo tii stejné a jednu
jinak. V prvnim pripadé mohou byt stejné mince vedle sebe nebo po thlopticce.
Oto¢im nejprve dvé mince na thlopri¢ce, poté dvé mince vedle sebe (timto krokem
mohu prevést otoceni na dvé stejné na thlopficce) a poté opét dvé mince na
uhlopricce. Pokud po zadném z téchto krokt nevyhrajeme, pak jsou otocené tri
mince stejné a jedna jinak. Otoc¢im tedy libovolnou jednu minci. Pokud po tomto
kroku nevyhrajeme, pak jsme problém pfevedli na problém se dvéma a dvéma
stejné otocenymi mincemi, ktery umime vytesit.

Kristy

ReSeni témat
Téma 1 — Pojdme pane, budeme si hrat

Otiskujeme feseni Dr.MMMariana Poljaka a Dr.MMPetra Simfinka. Zatimco se
Dr.MMMarian Poljak zabyval zejména teoretickymi aspekty problému, Dr.MMPetr
Simfinek si napsal program, pomoci néjz dokaze simulovat riizné pritbéhy hry. Do-
kumentace a jeho dalsi postiehy ohledné hry jsou bohuzel ptilis rozsahlé, nez aby
se vesly do tohoto ¢isla, uvaddime tedy pouze ¢ast jeho prispévku. Stejné tak ne-
uvadime ¢lanek od Doc.MMDominika Krasuly, ktery dokazuje, Ze kazd4 hra musi
skoncit. VSechny tyto prispévky najdete na webové strance naseho korespondenc-
niho seminére.

Petr Simtinek se také zabyva nékterymi teoretickymi otézkami, nékdy vsak
jeho argumentace neni iplné zjevna. Jsou vsechny jeho argumenty korektni? Také
se dovolava véty Ernsta Zermela, kterou mizete najit na anglické Wikipedii ﬁ Jak
tato véta souvisi s nasim problémem?

Vasek

Postrehy ke hre (10b)
Dr.MM Marian Poljak

Zacnéme zjevnym. Bude-li obarveno ¢ervené jedno ¢islo, smazou se vsechny jeho
néasobky.

Co se stane, budou-li obarvena dvé nesoudélnd disla, feknéme a a b?
Cisla b, 2b, ..., ab dévaji navzajem riizné zbytky po déleni &islem a. (Kdybychom
pro spor predpokladali opak, tedy ze néktera dveé ruzna c¢isla, napt. kb a [b, davaji

4https ://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo’s_theorem_(game_theory)
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stejny zbytek po déleni a, pak musi byt ¢islo (k —1)b délitelné a, coz nelze, jelikoz
(k —1) je mensi nez a a &sla a, b jsou z predpokladu nesoudélna.)

Nyni staéi k ¢islam b,2b, ..., ab (kterd jdou vytvofit se¢tenim nékolika Cerve-
nych bécek) pricitat ndsobky ¢erveného a. Od kazdého zbytku smazeme vSechna
vysSi Cisla nez ab, kterda davaji po déleni a tento zbytek. A protoze mame vSechny
mozné zbytky, smazeme vlastné vsechna ¢isla vyssi nez ab.

Budou-li nékterd dve cervend cisla navzdjem nesoudélnd, hra je konecnd, jeli-
kozZ nam zbude na tabuli pouze konecné mnoho cisel, kterd mizZeme ddle obarvo-
vat/mazat.

Co kdyz ¢isla a,b nebudou nesoudélna? Ozna¢me a = dx, b = dy, kde d
je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a,b a x,y jsou navzdjem nesoudélnd prirozena
¢isla. Potom jejich s¢itanim zfejmé miizeme dostat pouze takova cisla, kterd jsou
nasobky d. A vSech nasobku d vétsich nez nejvétsi spoleény nasobek disel a,b
(¢imz je drxy), muzeme dosdhnout. Dikaz je v podstaté identicky s dikazem
u nesoudélnych a,b. Se¢tenim nasobku ¢isel dx, dy dokdzeme totiz dosdhnout
vsech nasobku d vyssich nez dxy, pravé kdyz dovedeme sectenim nasobki ¢isel z, y
dosdhnout vsech ¢isel vyssich nez xy. Cela situace je pouze ,,vynasobend“ Cislem
d, tuto upravu skutecné muzeme povazovat za ekvivalentni, prestoze ponékud
pofidérni. Druh& c¢ast této ekvivalence je jiz dokdzand, proto plati i nase tvrzeni.
Miuzeme tedy vyvodit obecny zaveér.

Jsou-li obarvena cervene néjokd dvé cisla a,b, jsou také smazdna vsechna cisla
delitelnd nejvétsim spolecngm délitelem a, b, kterd jsou vyssi neZ nejmensi spolecngj
ndsobek a,b.

Pozn. red.: vynechali jsme rozbor hry (4,5), nebot Dr.MM Petr Simiinek uvddi
podobny rozbor.

Co kdyby prvni dva tahy byly 4, 67 Tentokrat prezije nekone¢né mnoho ¢isel,
jelikoz jsou ¢isla 4 a 6 soudélna dvojkou. Situace bude nésledujici:

12345679111315171921232527...

Smazani tohoto neptijemného nekonecna lichych ¢isel se ujme prvni hra¢ hned
nasledujicim tahem, nechce-li obarvit dvojku a zkapat. Mize to udélat tak, aby
vyhral? Pokud smaze 5, neptitel odpovi tahem 7 a vyhraje. Pokud smaze 7, nepfi-
tel odpovi tahem 5 a opét vyhraje. Pfestoze ma prvni hrac v tuto chvili nekonec¢no
moznosti, nachazi se v prohravajici situaci. Druhému hraéi si totiz staci poparovat
¢isla podobnym stylem, jako jsme si uz ,poparovali“ 2, 3 a 5, 7 v tomto pripadé.
Tj. obarvi-li nepfitel jedno z nich, ja obarvim to druhé a poslu ho zpéatky do
prohravajici situace, kam patti. Druhy hrac si mtze ¢isla poparovat nasledujicim
zpusobem: (5,7), (9,11), (13,15), ... Prvni hra¢ si miaze barvit jak chce, druhy
ale bude svymi protitahy nadéale udrzovat sudy pocet lichych ¢isel nad ¢étyikou.
(VSechny tyto dvojice tahu zajisti, aby byla smazéna vSechna vyssi ¢isla nez ta
pravé obarvovand.) Proto, az umfou vSechna lichd ¢isla vétsi nez 4 a jedind ne-
smazana bila ¢isla budou 1, 2, 3, ocitne se prvni hra¢ na tahu. Ups ~_~
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Zjistili jsme tedy vlastné, Ze obarveni ctyrky je pro pruniho hrdce prohrdvajici tah!

Zkusme se nyni jesté zamyslet nad tim, jestli hra musi nutné skoncit. Pfedpod-
ladejme, ze mame jiz obarvena ¢isla a = dx, b = dy. Chceme-li obarvit dalsi ¢islo
délitelné d, bude toto ¢islo muset byt mensi nez dzxy (vsechna vyssi takovd éisla
jsou uz smazana). Cisel mensich nez dxy je ale koneéné mnoho. Ma-li tedy hra
mit viibec néjaké ambice byt nekonecnou, musi v ni jit obarvit nekone¢né mnoho
¢isel vétsich nez dry. Zadné z téchto éisel oviem neni délitelné d. Je ziejmé, ze
dokud jsou vsechna cervend c¢isla délitelnd néjakym spoleénym délitelem vétsim
nez 1, zbyva nam na tabuli nekonecné mnoho ¢isel. V podstaté muzeme Tict,
Ze obarvovanim c¢isel vétsich nez dxy tak néjak snizujeme tohoto nejvétsiho spo-
le¢ného délitele vSech Cervenych ¢isel. A bude-li se tento nejvétsi spole¢ny délitel
rovnat jedné, pak uz pravdépodobné umime smazat tolik ¢isel, ze jich zbyde pouze
konecény pocet.

Hra urcité mize trvat libovolné dlouho, budeme-li mazat postupné c¢isla od
420429 tak udélame 420%2° taht. Myslim si ale, Ze hra musi po néjakém koned-
ném poctu taht skonéit, i kdyZ nemam zadny dikaz (kromé neexaktniho hudrani
v predchozim odstavci).

Zakladni pravidla a poznatky (7b)
Dr.MM Petr Simiinek

V tomto ¢lanku se budu vénovat zékladnim pravidlim hry.
Urcité nic nepokazime, kdyz si nejprve cviéné zkusime nékolik her. Mizeme si
vsimnout nékolika véci:

1. Predpoklddejme, Ze nikdo nechce prohrét (oba chtéji vyhrat).

2. Druhého hrace donutime ke skrtnuti 1 tim, Ze mu skrtneme vsechna ostatni
Cisla.

3. Pokud je vyskrtnuta 2 a 3, tak uz zbyva pouze 1.

4. Pokud tedy druhy hra¢ skrtne jedno z téchto ¢isel, my Skrtame to druhé a
on pak musi skrtat 1 (a naopak).

5. Skutecnym cilem hry je tedy donutit druhého hrace ke skrtnuti 2 nebo 3
tim, ze mu Skrtneme vsechna ostatni cisla.

Je tedy na Case predstavit si néjakou konkrétni hru, napiiklad hru (4, 5) ze
zadénf (viz Obr. [3)).

Na prvnim radku je vychozi situace (vSechna ¢isla), na druhém po vyskrtnuti
4 (po tahu hrace 1) a na tfetim je situace po vyskrtnut{ ¢isla 5 (po tahu hrace 2).
A nyni mé hra¢ 1 na vybranou ze 3 moznosti, mize skrtnout 6 nebo 7, nebo 11.
Po vyskrtnuti prvnich dvou ¢isel ndm uz pak zbude pouze 1 ¢islo (1, 2 a 3 nadéle
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nepocitdme). Po skrtnuti ¢isla 11 ndm vSak zbyvaji jesté 2 ¢éisla (6 a 7) a jak
vidime, tak hrac ¢islo 2 nemtze vyskrtnout obé tyto ¢isla naraz, tudiz tam jedno
nechd a to vyskrtne hrac¢ ¢islo 1 a vyhraje. A jelikoz tedy ve 3. tahu (druhém tahu
hrace 1) existuje moznost, jak on vyhraje, nebere si tuto moznost, kdy vyhraje a
stane se vitézem.

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, ...

4
1,2,3,5,6,7,09, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18, 19, ...
5
1,2,3,6,7, 11

1,2,3,7 1,2,3,6 1,2,3,6,7

Obrazek 3: Strom hry (4, 5)

Vsimnéme si vSak, ze pokud skrtneme cisla 4 a 6, tak vyskrtneme vsechna suda
¢isla (aZ na 2, ale to nds tak nevzrusuje, vzhledem k tomu, Ze o ¢islech 2 a 3 se
vlastné vitbec nebavime). Ale to dilezitéjsi je, Ze nevyskrtnutych ¢isel je nekonecné
mnoho (vSechna lichd). To je vétsi problém a ndm pro za¢atek bude stadit, kdyz
se vzdy budeme zabyvat uzavienymi skupinami. (Tedy zvolime si nejprve nékolik
Cisel na zacatek, kterd budou vyskrtnuta tak, aby byl pocet nevyskrtnutych ¢isel
konecny).

Vsimnéme si rovnéz, kdy dostaneme uzavienou skupinu: Kdyz jsme skrtali 4
a 6, tak jsme ji nedostali, kdyz skrtneme 8 a 4 tak rovnéz ne a pri 10 a 12 také
ne. Ale i tak existuje pouze néjaké nejvétsi sudé ¢islo a ta nakonec vymizi, poté
prijdou na radu lichd. A po zvoleni jakéhokoli lichého ¢isla se ndm pak skupina
uzavrie a jakmile je skupina uzaviend, hra musi skoncit. Hra tedy musi skoncit,
ale nemtzeme tici kdy, pocet tahti mtze byt libovolné velky.

A nyni si predstavme, ze jsme pravé skrtli posledni ¢islo a zbyva uz pouze
1, 2 a 3. Jsme ve vitézné pozici? Ano! A co kdyz je v této pozici druhy hrac?
Vyhral? Ano! Jsme tedy v nevitézné pozici. A co kdyz jsme v pozici, Ze vSechny
nase tahy vedou k vitéznym pozicim druhého hrace? Poté jsme také v nevitézné
pozici. Pokud ale néjaky z nasich tahii vede k nevitézné pozici pozici druhého
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hréace, tak nase pozice je vitézna! Muzeme se takto napriklad dostat k ¢islim 6,
7 a 11. A takto samozfejmé muzeme jit dale a dale a dojit tak az k prvnimu
tahu. Problém je, Ze to neni nic jednoduchého. Ale vyplyva z toho, Ze pro jednoho
hrace je hra vyhrana. Viz dikaz Ernsta Zermela o tom, ze hra dvou hracu je pro
jednoho hrace predem vyhrand.

Vsimnéme si, ze pokud mame opravdu hodné cisel, tak je tézké a zdlouhavé
rozhodovat se, ktera Cisla jsou vyskrtnuta. Jak se tedy mtzeme snadno rozhod-
nout? Vsimnéme si, ze pokud pravé vyskrtneme néjaké ¢islo k, tak pokud od ¢isla,
o které se zajimame, odecteme k, tak na zakladé toho, jestli je toto cislo vyskrt-
nuto, nebo ne, muzeme snadno urcit, jestli je vyskrtnuté nebo ne. Tak muzeme i
snadno zajistit, Ze nebudeme pocitat s ¢isly, se kterymi nemame.

Téma 2 — Volebni systémy

Do 4. cisla dosly dva prispévky, oba se z casti zabyvaly rozdélenim stdtu do vo-
lebnich okrski. Prispévek Dr.MMKliry Stefanové dopliuje jeji predchozi cldnek
o konkrétni priklad z voleb v roce 2006. Kldra prepocitala, Ze kdyby byla pouZita
metoda Sainte-Lagué nebo Hagenbach-Bischoffova kvdta, mensi strany by v nékte-
rych krajich ziskaly hlasy na dkor vétsich a diky tomu by vlddnouci koalice ziskala
nadpolovicni véetsinu.

V' dalsim bodeé clanku autorka prerozdelila volebni obvody tak, aby meély co
nejpodobnéjsi pocet volicu. Kldra vsak poznamendvd, Ze takové rozdelend je stejné
Lspravedlivé“ jen za predpokladu, Ze je v obvodech srovnatelnd volebni tcast.

e Jak by dopadly volby, kdybychom hlasy pocitali podle nove vzniklych voleb-
nich obvodi? Pl

Cldnek se ddle zabyvd prezidentskiymi volbami a zminuje dalsi varianty po-
mérného systému: Dalsi systém vyuziva dvoukolové volby. Do druhého kola vSak
nepostupuji pravé dva kandidati, ale ti co presahli zisk hlast ve vysi 12,5 %. Pokud
by se tento systém pouzival pri volbach v lednu 2013, do druhého kola by kromé
Karla Schwarzenberga a Milose Zemana postoupil jesté Jir{ Dienstbier s Janem
Fischerem. Tito dva kandidati méli priblizné stejny pocet hlasa a jejich zisk se
pohyboval okolo 16 %.

Kldra také zpochybniuje spravedlivost moznosti, jak se obcan mize stat kandi-
ddtem na prezidenta, konkrétné moznosti sbirat hlasy poslanci a sendtori. Uvddi
pri tom alternationi mozZnosti, jak ziskat kandidaturu, pouZivané v zahranici.

V zdvéru cldnek pojedndvd o dalsim problému voleb do Evropského parlamentu
(EP), kterym jsou odlisné podminky pro vstup strany do EP. Podminky se lisi
volebnim systémem pouzZivanym v dané clenské zemi a také vyskou volebni klau-
zule.

Doc.™M Dominik Krasula ve svém cldnku 1esi problém s hlasovdnim pro stranu
ve volbdch do mistnich zastupitelstev, ktery uvedla ve svém clanku Tereza Spal-
kovd. Nejdrive zminuje dva duvody, pro¢ neni vhodné vyresit situaci tak, Ze pri by

5Nové rozdéleni na volebni obvody najdete na webu tématu v plném znéni ¢lanku.
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zaskrtnuti strany byl pocet pridélenych hlast vidy stejny, bez ohledu na pocet je-
jich kandiddtu. Pronim divodem je, Ze verejné minéni o stran€ se projevuje nejen
pocty hlasi ve volbdch, ale také poctem clenu. Druhym didvodem je to, Ze by toto
pravidlo vedlo k tomu, Ze by pro kandiddty bylo vghodnéjsi vstupovat do malgjch
stran, protoze tam dostanou vice hlasu pri zaskrtnuti strany.

Pocet hlasi, které dostane strana s H kandiddty, by mel byt podle Dominika
g(H) - H, pro funkci g : N — (0, 1), kterd spliuje ndsledujici podminky:

1. je nerostouci
2. g(N) =N, kde N je pocet kandiddti nejmensi strany dcastnici se voleb
3. pokud K > M, pak K - g(K) = M, kde M je celkovy pocet manddti

Podrobnéjsi zduvodnént, pro¢ md funkce spliiovat vyse zminené podminky najdete
v plném znéni clanku na webu. Prispévék se ddle zabyvd rozdelovanim stdtu do
volebnich obvodu, tuto cdst otiskujeme niZe.

Rozdélovani do volebnich obvodii (8b)
Doc.MM Dominik Krasula

Uvod

Tendence rozhodovat volby podle vysledkt v jednotlivych volebnich obvodech,
kde z raznych obvodt je zvolen rizny pocet poslanct ¢i maji obvody rtiznou
vahu, je celkem pochopitelnd. Pokud by se bral jen celkovy pocet hlast z celé
republiky, vedlo by to strany k protezovani velkych mést a ignoraci regiondlnich
problému. Kdyz jsou obvody rozdélovany i podle velikosti iizemi, zpusobuje to sice
jisté nerovnosti ve volebnim systému pro strany, ale dava to lidem z oblast{ s niz-
kou hustotou osidleni moznost ve volbach slysitelné projevit svij nazor. Velkym
problémem vsak samoziejmeé je, jak toto rovnomeérné vyvazit. Pfeci jen chceme,
aby hlasy z daného obvodu zvolily pocet kandidatii, ktery zhruba odpovida pocet-
nimu zastoupeni voli¢t z daného obvodu vuci celé republice. Podstata problémi
tkvi v tom, Ze rozdélujeme nedélitelné komodity, takze mizeme pouzit jen velmi
omezeny pocet moznych rozdéleni, pficemz pocet moznych rozdéleni mnozin (stat
ve volebni obvody), k nimZz chceme komodity ptidélovat, je velmi vysoky.

Alabamsky paradox

Paradox se poprvé objevil v Americe v roce 1880, tehdy zjistili, ze pokud by se
celkovy pocet kiesel zvysil, pripadlo by Alabamé o jedno kreslo méné, nez kdyby
ke zvyseni nedoslo. Normalné bychom pritom ocekévali, ze vétsi pocet celkovych
mandatu pocet pridélenych kiesel danému statu bud nechd nezménén, nebo jej
Zvysi.
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Zarazejici na tom je, ze Americky volebni systém z téch let vypada celkem
rozumneé a neni lehké si uvédomit, ze mtze vést k tomuto vysledku. Pojdme si jej
blize popsat:

a) Kazdému statu je pridéleno raciondlni ¢islo R, které je rovno poméru po-
¢tu obyvatel (jiz mohou hlasovat) daného statu vici poc¢tu obyvatel celych
Spojenych statd vynasobenému poc¢tem mandata. Tedy presné férové roz-
déleni. Pokud je ve stdtu 6/53 obyvatel Ameriky, ziskal by podle tohoto
6/53 mandat.

b) Nyni kazdy stdt dostane dolni celou ¢ast jemu piidéleného éisla R. Tedy
pokud mé stat dostat 4,2 mandatu, tak dostate 4.

¢) Kazdy stdt, jemuz nebyl pfidélen Zddny manddt, dostane jeden mandat.
Takze pokud mu bylo pridéleno 0,8 mandétu, tak ziskd dohromady jeden.

d) Zbylé mandaty se rozdéli mezi staty, které mély R > 1, a to tak, ze se
budou prednostné davat tém s vétsi desetinnou ¢asti. Mame-li tedy dva
staty, jeden ma R = 1,52 a druhy 1,43, tak prednostné ziskd kieslo ten,
ktery ma R = 1,52.

Pojdme si to ukazat na prikladu. Rozdélujeme deset kresel. Mame tii staty.
Ve dvou mame Sest hlasujicich a ve tfetim pouze dva. Jaka bude tedy hodnota R
pro prvni stat? R4 = Rp =10-6/14 = 4,29, Rc = 10-2/14 = 1,43.

Staty A a B maji tedy po druhé fazi kazdy 4 zdstupce a stat C ma jednoho.
Zbyva nam jesté jedno kieslo. To pridélime statu C, protoze méa nejvétsi desetin-
nou Cast.

Nyni stejna situace, ale celkovy pocet kiesel je 11. Potom R4 = R = 11 -
6/14 =4,71, Rc = 10-2/14 = 1,57. Situace po druhé fazi je stejnd. Ale tentokrat
nam zbyvaji jesté dvé kiesla. Staty A a B maji vétsi desetinnou ¢ast nez stat C,
proto si zbyld dvé kiesla rozdéli stity A, B. Stat C mé tedy méné pridélenych
kiesel, nez kdyz se jich rozdélovalo deset.

Nez zacneme premyslet, jak upravit volebni systém, aby neobsahoval Alabam-
sky paradox, ukazeme si, ze tyto snahy jsou marné. V roce 1982 matematici Michel
Balinski a Peyton Young dokézali, Ze nelze sestavit systém pridélovani mandati
mezi tTi a vice statl, ktery by splioval tyto tfi podminky:

1. Kazdy stat ziska bud horni celou ¢ast nebo dolni celou ¢ast ¢isla R. Tedy
pokud statu prislusi 1,42 mandata, ziska bud jeden nebo dva.

2. Nemuze dojit k Alabamskému paradoxu, tedy narust celkového poctu man-
datt nesnizi u zddného statu pocet mandatt mu pridélenych.

3. Nemuze dojit k popula¢nimu paradoxu. Tedy pokud A ziska vice hlasi a B
méné, nedojde k presunu kresel od A k B.



ERES XXII/4 17

Je tézké predstavit si, jak muze dojit k poruseni podminky 3. Problém nastava,
pokud mame dva staty, jeden s malym a jeden s velkym poctem hlasti. Systém
pouzivany v Cesku (¢i v minulosti pouZivany systém) tuto podminku spliiuje.
Nelze vsak dodrzet zaroven s ni podminku 1 i podminku 2. Existuji systémy, kde
je dodrzena zaroven podminka 1 a 2 a systémy, kde zaroven 2 i 3, konkrétné treba
v Cesku pouzivany systém.

Téma 3 — Vesmirny kulecnik

S Tesenim tloh druhé série k nam neprisla zadna feseni tohoto tématka, a proto
vam prinasime tento kratky studijni text. Mtzete z néj cerpat pri vypoctu drahy
mésici po zmizeni planety.

Keplerova zaludna tloha

Planety ve Slunecni soustavé jsou vazany gravitacni silou, kterd byla popsana v 17.
stolet anglickym védcem Isaacem Newtonem. Podle néj jsou kazdé dva hmotné
objekty pritahovany silou

Mm

)
T‘2

F=G

kde G = 6,67x 107" N - m? - kg2 je gravita¢ni konstanta, M a m jsou hmotnosti
objektt a r je jejich vzdélenost. Gravitace je vzdy pritazliva sila.

Uvazujme, ze je hmotnost M mnohem vétsi nez m. Potom se tézsi téleso témer
nebude pohybovat. Pohyb mensiho télesa muzeme popsat v polarnich soufadni-

Vv,

__r
1+ecosp’

kde ¢ je tithel mezi spojnici obou téles a kladnou poloosou x, p je parametr dréhy,
€ je numerickd excentricita a plati

L2 ) 212

GMm?’ G2M2m3 ™’

p
kde F je celkova energie soustavy téles a L je moment hybnosti, ktery je definovan
vztahem
L=mixv, L= |I_:\ = mrvsina,
kde a je thel mezi spojnici obou téles a vektorem rychlosti. Velikost i smér mo-
mentu hybnosti se pfi pisobeni pouze vzajemné gravitacni sily zachovavaji.

Soustava mé potencidlni energii rovnou

Mm
t

V=-G
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Opravdu je zdpornd a to proto, Ze jsme za nulovou hodnotu zvolili situaci, kdy
jsou jednotlivé objekty oddélené, a k tomu jim musime pro oddéleni dodat energii.
Zaroven ma mensi téleso kinetickou energii rovnou

T = -mv?,

kde v je jeho rychlost. Celkova energie tedy je

Tato energie se stejné jako moment hybnosti zachovava.
Jak tomu mtuzeme rozumét? Energie muze byt kladna, zdporna, nebo nulova:

1. E >0, tedy € > 1 ...pokud se téleso dostane do nekonie¢né vzdalenosti,
potencialni energie bude nulova a stéle zbyde energie na kinetickou cast.
Takové téleso se bude pohybovat po hyperbole.

2. E=0,tedy e =1 ...tento mezni pripad odpovida parabolické draze. V ne-
koneénu mé téleso nulovou rychlost.

3. FE <0, tedy 0 <e < 1...takové téleso se nikdy nemuze dostat do neko-
necna, protoze by muselo mit zdpornou kinetickou energii, coz pochopitelné
nemiize nastat. Bude se pohybovat po elipse. Specidlnim pripadem je pohyb
po kruznici, kdy € = 0.

Vidime, ze se téleso pohybuje po hyperbole, parabole nebo elipse, tedy kuze-
loseckach, v jejichz ohnisku je tézsi téleso. Pohyb po elipse se d4 popsat dalsimi
parametry jako velkd a mald poloosa atd., ale o tom se doctete v kazdém textu
o pohybu planet ve Slune¢ni soustavé.

Viktor

Téma 4 — Komprese mapovych dat

K tématu prisel jeden prispévek od Dr.MM Petra Simainka. Ten se ve svém prispévku
krdtce zabyvd ukladanim cisel, hlavni ¢dst svého clinku vsak venuje komprimaci
pomoci rozdéleni bodi do sektori a pouZiti relativnich souradnic wvnitr téchto sek-
toru. Zabyvd se také problémy pri zobrazovdani mapy a navrhuje reseni nékterych
z nich. Otiskujeme cdst jeho clanku zabyvajici se sektory.

Mapa bude rozdélena na sektory, na zacatku datového tseku kazdého sek-
toru budou pocéatecéni souradnice y = a nasledné budou udavany pouze relativni
soufadnice k témto prvnim (vychozim, absolutnim) soufadnicim. Zépis dat bude
vypadat asi néjak takto:
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soufadnice absolutniho bodu sektoru; polet soufadnic v sektoru;
relativni soutradnice 1. bodu v sektoru; 2. bodu,...:

// 1. sektor

y_sectorl; x_sectorl; m;

id_1; y_1 - y_sectorl; x_1 - x_sectorl;
id_2; y_2 - y_sectorl; x_2 - x_sectorl;

id_m; y_m - y_sectorl; x_m - x_sectorl;

// 2. sektor

y_sector2; x_sector2; n

id_m+1; y_m+l - y_sector2; x_m+l - x_sector2;

id_m+n; y_m+n - y_sector2; x_m+n - x_sector2;

Problémy tu jsou hned dva, ten mensi: jak velké maji byt sektory. To se d&
vypocitat. Za druhé, co s kiivkami a plochami? Pokud se kfivka nachézi v jednom
sektoru, o nic vice méné nejde, pokud ve vice sektorech, nastava problém. V tomto
pripadé bude urcité potreba kiivku nebo plochu rozdélit do jednotlivych sektori
Je ale jasné, ze na néjaké sektory musime data tak jako tak rozdélit.

Jedna z moznosti jak tento problém Tesit je, ze kazdy bod by mél svoje ID,
tudiz na zacatku bychom méli pouze vydet bodi (rozdélenych do sektori) a poté
by byly pouze seznamy car a objektt. Zde by hodné zilezelo, které segmenty
navigace chceme Setrit nejvice, takze kratce k optimalizaci. Zatim jsme si priblizné
nacrtli, jak néjak by data mohla byt uchovavana, ted bychom se mohli kratce
vratit k ostatnim komponentdm. Jiz diive jsme zminili, ze nechceme, aby se ndm
do paméti navigace nacitala vsechna data. Tento problém jsme vyfesili tim, ze
jsme mapu rozdélili na sektory. Co kdyz ale mapu oddéalime? Je nékolik moznosti,
jak to resit:

e Pro jiné rozliseni nakreslime novou mapu, ale to by asi vyprodukovalo po-
mérné dost novych dat.

e Pfed kazdou soutadnici vyhradime né&jaké misto (2 az 4 bity) které budou
urcovat dulezitost souradnice a s postupnym oddalovanim budou souradnice
a ostatni véci mizet postupné a ne vsechny najednou.

Nakonec tedy napisi, jak si myslim, Ze by data mohla po ulozZeni ptiblizné
vypadat. Seznam bodu byl jiz vyse, zbyva seznam kiivek a ploch. Retézec id_kxy
udava, ze ID y-tého bodu krivky je kx, obdobné u ploch:

// seznam k¥ivek
id_k1; d; id_k11; id_k12; id_k13; ...; id_kid;
id_k2; e; id_k21; id_k22; id_k23; ...; id_k2e;
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// seznam tvari
id_t1; t; id_t11; id_t12; id_t13; ...; id_tilt;
id_t2; u; id_t21; id_t22; id_t23; ...; id_t2u;

Samozriejmé by také zaviselo na kvalité procesoru, RAM, programatora. .. Asi
idealni postup by byl, kdyby program vzdy zjistil, jaké sektory ma vykreslit,
zapamatoval si vSechny body zde, poté zjistil jaké z téchto bodu tvori kiivky a
tvary a poté si nacetl i zbyvajici body potfebné pro vykresleni krivek a tvart a
nasledné je vsechny vykreslil. Jinak tvary se automaticky budou vracet do 1. bodu
(tim se uzaviou). Pokud bychom chtéli ddt bodium priority, bylo asi nejvhodnéjsi
je dat na konec kazdého bodu. Druhou variantou je dat kazdé kiivce a tvaru
prioritu a poté jesté nakonec zapsat vycet ID a priorit téch bodu, které nejsou
soucasti krivek a tvart.

o V cisti clanku se Petr zabyval tim, jak cisla uklddat efektivnéji nez pomoci
znaki s jednotlivymi cislicemi. Zamyslete se nad riznymi moznostmi repre-
zentace souradnic. Jak mizZeme c¢isla uklddat a kolik to zabere paméti? Berte
také v dvahu pripadnou ztrdtu presnosti.

o Jakym zpisobem by bylo vhodné uklddat body a krivky, aby se s nimi daly
provddét operace popsané v cldnku? Zkuste navrhnout datovou strukturu pro
ukldaddni jednotliviich prvki a funkce s ni pracujici. Zduvodnéte také, které
ze zadangch podminek (viz 2. ¢islo) vase struktura spliuge.

o Jak zvolit spravnou velikost sektoru? Na cem bude zdviset? Byly by z néja-
kého duvodu vijhodnéjsi jiné nez obdélnikové sektory?

o Zkuste také néco redlné naprogramovat. Inspirujte se publikovanym clankem
a implementujte ho nebo si vymyslete vliastni algoritmus.

Téma 5 — Rozpustila rozpustnost

K tématu piisel jeden piispévek od Dr.MMKlary Stefanové. Klira testovala roz-
pustnost vybranych kuchytiskych latek (kdva Nescafé Gold, ¢aj Babicka Rizenka,
modré potravinarské barvivo a bliZze nespecifikovany prasek na vyrobu limonady)
ve vodé za pokojové teploty a teploty mezi 70 a 80 °C. Latky nechala samovolné
rozpoustét, roztoky nemichala. U vSech testovanych latek pozorovala svétlejsi od-
stiny barev vzniklych roztokt za pokojové teploty. U nékterych latek dokonce
za dobu pozorovani nedoslo k rozpusténi veskerého pridaného mnozstvi. Za vys-
sich teplot se roztoky naopak vyznacovaly sytéjsimi barvami, rozpusténim celého
objemu pridané latky, rychlejsim pribéhem procesu a casto také uzivatelsky prive-
tivéjsi chuti. Svymi experimenty tak Klara potvrdila, ze vétsina latek se rozpousti
Slépe“ (dojde k rozpusténi vétsiho mnozstvi) a rychleji pii vyssi teploté rozpous-
tédla, resp. vody.
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Zkuste zjistit, pro¢ se vétsina latek 1épe a rychleji rozpousti v teplé vodé.
Platilo by to samé i u oleje, ¢i kyseliny chlorovodikové? U jakych latek je naopak
zéavislost na teploté opacna? Jaky tvar by méla zavislost maximalnitho mnozstvi
vybrané latky, které se jesté rozpusti ve 100 ml uréitého rozpoustédla (napt. vody),
na teploté rozpoustédla? Budou mit jiné rozpousténé latky jiny tvar zavislosti?

Peta
Konference Vavrovka 2015
MéFeni rychlosti diabolky (10b)
Dr.MMKlira Stefanovd, Mgr."™ Dominika Jurdovd
Abstrakt

Béhem této konference jsme se zabyvali méfenim rychlosti diabolky vystielené
ze vzduchovky. Pro méreni jsme pouzili dvé nasledujici metody: méreni pomoci
vychylky kyvadla a méfeni pomoci zvukovych vln. P¥i méfeni kyvadélkem jsme
pouzivali pouze jeden druh diabolek a pfi vyuziti zvukovych vin jsme porovnavali
dva razné druhy diabolek. Déle jsme porovnavali hybnosti a energie diabolek
zjisténé vypocty z namérenych hodnot.

Tento ¢lanek vznikl jako shrnuti nasi konference o méfeni rychlosti diabolky
a chtéli bychom podat nastin dalsi moznosti feSeni tohoto problému. Konference
probihala na jarnim soustiedéni M&M pod vedenim Viktora Skoupého. Jednotlivé
zpusoby popiSeme a piipadné doplnime vysledky méfeni.

Diabolky a vzduchovka

Ke strelbé jsme pouzivali dva druhy diabolek. Prvni druh, pracovné oznaceny
jako modré, byl drazkovany; druhy, s pracovnim oznacenim cervené, mél hladky
povrch. Oba dva druhy byly s plochou hlavou, to znamend, Ze jejich priraznost
nebyla az tak velikd a byly urceny prevazné k hobby stielbé. Pro potfeby naseho
méfeni bylo potfeba zjistit hmotnost diabolky. K tomuto tcelu jsme pouzivali
kapesni vahu. Diabolky jsme vazili ve skupinach po dvaceti a méfeni desetkrat
opakovali pro jinych dvacet diabolek. Vysledky jsou uvedeny v tabulce

| hmotnost[g] odchylkalg]
modra 0,508 0,003
cervena 0,553 0,002

Tabulka 1: Hmotnosti diabolek

Hmotnost modré diabolky oznac¢ime jako mjy; a cervené jako me. V jednom
z méfeni jsme se snazili porovnat vlastnosti téchto diabolek.
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VK

>

mar

(a) Situace diabolka-kyvadélko pied zasaze- (b) Situace diabolka-kyvadélko po zdsahu
nim kyvadélka diabolkou kyvadélka diabolkou

Pouzita vzduchovka byla s nejvétsi pravdépodobnosti urcena k rekreacni stielbé
na cil. Hlavenn méla délku k¥ = (526 + 1) mm. Na této dréze jsou urychloviny
diabolky. Na jakou rychlost? To bylo pfedmétem naseho pokusu. Dale nas také
zajimala hybnost diabolky a jeji kineticka energie. Z hlediska zamérovani jsme si
museli vystacit pouze s klasickym hleddckem, na pusce nebyla instalovana optika
pro zameérovani.

>
[V]Is®

Obrazek 5: Vychozi situace pro urc¢ovani hybnosti za pomoci zmény potencialni energie
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Méreni pomoci vychylky kyvadla

Prvni metoda, kterou jsme pouzili k méreni hybnosti diabolky, byla metoda mé-
feni pomoci vychylky kyvadélka. Hlavni princip této metody spociva v tom, ze
kdyz diabolka narazi do kyvadélka, plati zakon zachovani hybnosti. Matematicky
1ze tedy Tici, ze plati nasledujici:

pp = myv = Muvg,

kde M je hmotnost kyvadélka a vy je rychlost pohybu tohoto kyvadélka. V na-
Sem pripadé budeme nejprve pocitat hybnost diabolky a az poté z tohoto udaje
dopocitame rychlost. Hybnost 1ze také vyjadrit ze vzorce pro energii:

p2
E=2"— Mgn
oM g

kde h je vyskovy rozdil mezi amplitudou vychylky kyvadélka a jeho rovnovaznou
polohou. Z tohoto vztahu si vyjadiime vztah pro hybnost, ktery ve vypoctech

budeme pouzivat:
d\ 2
p=M |29 |1]- 12—<2) ,

kde [ je délka zavésu kyvadélka a d je vzdalenost mezi dvéma amplitudami vy-
chylky.

Samotny sbér dat probihal tak, ze jsme kyvadélko umistili do vzdalenosti
s = (6,6 £ 0,05) m od hlavné vzduchovky. Kyvadélko bylo vyrobeno z modeliny,
ktera byla vyztuzena kusem provazku, aby pfi zdsahu nedoslo k jeho rozlétnuti na
nékolik kusii. Poté jsme do kyvadélka stiileli. Po kazdém tispésném zdsahu (dspés-
nost se pohybovala okolo 30 %) jsme dosli zmérit vzddlenost d. Mé&feni ztézoval
vitr, ktery mirné vychyloval zavazi, coz ovlivnilo jak samotnou tspésnost strelby,
tak i presnost méreni vzdalenosti d. Dalsi nepfesnosti jsme nasbirali tim, ze jsme
k zavazi vybihali az po zdsahu, protoze pred zasahem byla moznost, ze bychom
byli zasazeni my sami, coz nebylo Zadouci. Namérené hodnoty jsme zapisovali,
poté jsme je standardné zpracovali a dogli k jedné hodnoté: d = (0,36 £ 0,03) m.
Jesté bylo potreba vyftesit otazku, zda ma kyvadélko stalou hmotnost. Kyvadélko
jsme zvazili pred a po pokusu. Hodnoty se od sebe moc nelisily, i kdyz bylo kyva-
délko nékolikrat zasazeno. Vysvétleni, proc¢ se tomu tak délo, je pomérné jednodu-
ché s ohledem na prubéh pokusu. Pii nékterych neuspésnych pokusech dochazelo
k pouhém zavadéni diabolky o kyvadélko a nasledném odletu mensiho mnozstvi
modeliny. Tyto odlety snizovaly hmotnost kyvadélka a zasahy ji zvysovaly, tyto
protichidné procesy byly béhem pokusu témér v rovnovaze. Odchylku hmotnosti
kyvadla lze povazovat za zanedbatelnou v porovnani s chybami ostatnich veli¢in.
Namétené a dopocitané hodnoty naleznete v tabulce

Chyby vznikaly predevsim pii méreni vzdalenosti d. K méreni jsme vybihali
aZ po vysttelu, abychom minimalizovali moZnost zasaZen{ nasich osob (velmi Za-
douci véc). Za bezpecnost jsme zaplatili nepfesnostmi méfeni. Nez jsme dorazili
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ke kyvadélku vzdalenost mezi rovnovaznymi polohami se zmensila, protoze doslo
k utlumeni kmitani kvtli odporu vzduchu. Dalsi faktorem, ktery snizoval presnost
meéfeni bylo proudéni vzduchu neboli vitr. Ten mirné stacel kyvadélko do strany a
tim padem jsme nemohli mérit vzdalenost d v roviné rovnobézné s rovinou kmitani
kyvadélka. Odchylku méfeni u hybnosti jsme urcovali nasledujicim zpusobem:

v () () + ()

6p_ ) d\?
a4 29! <2>

dp

" e \/ Vi @y
%_Mfl_zwa

== ()

o 2

Relativni odchylka sledovanych velic¢in (hybnost, kinetickd energie a rychlost) se
pohybovala mezi 9-18 %, coz necini metodu nijak zvlast presnou. Tyto chyby by
se daly ur¢itymi postupy redukovat. Naptiklad bychom mohli strilet v mistnosti
nebo pii bezvétri a k odecitani vzdalenosti pouzivat kamerovy zdznam, ktery by
nam umoznil zjistovat hodnoty ihned po vystrelu. Toto zpresnéni by vyzadovalo
umisténi néjaké jednotkové stupnice v blizkosti kyvadélka, kterd by ndm umoznila
hodnoty odecist.

modréa diabolka
hmotnost diabolky [g] 0,508 £ 0,003
délka zavésu [m] 0,93+0,01
vzdalenost rovnovaznych 0.36 40,03
poloh [m]
hmotnost zdvazi [g] 105+1
hybnost [kg - m -s™1] 0,062+0,005 9%
rychloE‘f diabolky 192 411 9%
[m -]
kineticka energie [J] 3,8+0,7 18%

Tabulka 2: Zméfené vlastnosti modré diabolky
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Obrazek 6: Schéma pokusu pii méreni rychlosti pomoci zvuku

MéFeni pomoci zvuku

Dalsi metodou, kterou jsme pouzili, bylo méfeni casového tseku mezi vystrelem
a narazem do ur¢itého predmétu, ktery byl ve vzdédlenosti s = (6,60 £ 0,05) m.
Podstatou této metody je zaznamenani zvukovych vin vystielu a narazu do pred-
métu. K tomuto acelu jsme pouzili mikrofon a zdznamovy program. Predmétem,
ktery jsme zasahovali, bylo vicko od zavarovaci sklenice, které pii zasahu vydalo
pomérné vyrazny zvuk a soucasné se jedné o relativné snadny cil.

Samotné méteni probihalo tak, ze ve vzdalenosti s bylo umisténo vicko optené
o parfez, aby bylo ve stabilni poloze. Nejprve jsme uvazovali o pouziti papirovych
tercu, ale ty pri zasahu nevydaji témér zadny zvuk. Mikrofon, kterym jsme za-
znamenavali zvuk, jsme umistili co nejblize hlavni, abychom snizili chybu méfeni.
Uspé&snost stielby dosahovala témér 100 %. Jedna ze strel byla tak presnd, ze za-
sahla jiz vytvorené otvory po predchozich zasazich tak, Zze nebylo mozné zachytit
zvukovou vlnu. Celkem jsme pouzili 4 velkd vicka kvuli vysokému stupni jejich
poskozeni. Pii méfeni jsme pouzili dva druhy diabolek, aby bylo mozné porovnat
jejich hybnosti.

Cas, ktery byl naméfen, nebyl faktickou dobou letu, protoze byl ovlivnén do-
bou pfenosu zvukového signdlu od zasazeného vicka. Rychlost diabolky pak byla
déno timto vztahem:

kde t; je naméfena doba a v, rychlost siteni zvuku pfi teploté ¢, = 17°C. Tuto
rychlost jsme vypoéitali pomoci vzorce v, = (331,57 + 0,67¢[°C]) m - s~!(vzorec
prevzat z Wikipedieﬂ), s ndmi zmérenou teplotou jsme dosli k hodnoté v, =
341,889 m - s~ 1. Dobu letu ¢; jsme uréovali odeétenim éasovych hodnot z vykresle-
ného zvukového zdznamu programem Audacity. Namérené hodnoty jsou zaneseny
v tabulce Bl

6 https://cs.wikipedia.org/wiki/Rychlosti_zvuku
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vystiel [s] | dolet [s] | Cas [s] o .

vystrel [s| | dolet [s] | cas [s
22,1752 | 22,2324 | 0,0572 ystiel [5 ] B

97161 9,7746 | 0,0585
11,108 11,1608 | 0,0528

4,7438 4,8019 | 0,0581
5,5332 5,5907 | 0,0575

4,5537 4,6129 | 0,0592
7,5525 7,6104 | 0,0579

10,2184 10,2753 | 0,0569
8,569 8,6267 | 0,0577

8,0914 8,1491 | 0,0577
10,3416 10,3986 | 0,057

5,6488 5,7066 | 0,0578
12,0321 12,0893 | 0,0572

6,9201 6,979 0,0589
12,8527 12,9038 | 0,0511

4,7721 4,8296 | 0,0575
6,4814 6,5361 | 0,0547 5 4929 54818 | 0.0589
7,6844 7,7434 | 0,059 ’ ’ ’

(a) modra diabolka

11.?.00

11.?.10

11.?.20

11.?.30 11.?.40

(b) cervend diabolka

Tabulka 3: Namérené hodnoty

11.?.50 ll.EI.GD

i

i
]"! et

Obrazek 7: Zaznam jednoho z vystreli pomoci programu Audacity

modra éervena
hmotnost [g] 0,508 + 0,003 0,553 + 0,002
doba letu [s] 0,056 +0,002  4,60% | 0,068 0,002 3,50 %
rychlost [m-s™1] 179+£13 7,00 % 170+9 5,20 %
hybnost [kg-m-s~!] 0,09140,006  7,00% | 0,094+0,004 520%
kinetickd energie [J] 8,1+1,1 14,00 % 8,0+0,9 10,50 %

Tabulka 4: Porovnani hodnot pro modrou a ¢ervenou diabolku
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Poté jsme dopocitali hybnost pomoci vzorce: p = muv a kinetickou energii
B = %va. V tabulce 4 jsou pro porovnani vyneseny hodnoty pro modrou i
¢ervenou diabolku.

Chyby méteni vznikaly prfi zaznamendvani zvukového signalu. Jedna ze vznik-
Iych chyb byla zptsobena umisténim mikrofonu, ktery nebylo mozné dat pirimo
k hlavni, protoze by mohlo dojit k jeho poskozeni. Dals{ z chyb vznikala p¥i odeci-
tani casovych tseki ze zdznamu. Na vysSe zndzornéném obrazku 5 miuzeme vidét,
ze nebylo jednoduché jednoznac¢né urcit presnou chvili vystrelu a narazu. Zvukovy
zaznam mohl byt také mirné ovlivnén okolnimi ruchy. Odchylku méreni u rychlosti
uréime nésledujicim zptsobem:

B @ 2 + @ 2
7=\ \ B, 70 9s°°

v _ 1
N
61) tl

R

Relativni chyba u zjistovanych veli¢in (rychlost, hybnost a energie) se pohybovala
mezi 5-14 %. Tato chyba je pfi ndmi pouzitém vybaveni akceptovatelnd a vysledky
lze proto povazovat za relevantni.

Tato metoda nam umoznila porovnat dva druhy diabolek. Jako rychlejsi vy-
sla z tohoto pokusu modra diabolka. Tato diabolka ma na svém povrchu drobné
drazky, jinak se rozmérové na prvni pohled nelisi od své hladké verze, pracovné
oznacené jako cervena. Modra diabolka ma sice vyssi rychlost, ale mé nizsi hyb-
nost, protoze rozdil v hmotnostech diabolek je vétsi nez rozdil mezi rychlostmi.
Hodnoty kinetické energie 1ze v rdmci odchylek méfeni povazovat za srovnatelné.
Drazky na modré diabolce slouzi predevsim ke snizeni odporu vzduchu, toto
umozni diabolce dolétnout dale s mensimi ztratami rychlosti. Drazky umoznuji
lepsi proudéni vzduchu v okoli pohybujici se diabolky.

MéFeni pomoci dvou rotujicich kotouci

Na tuto metodu nam nezbyl dostatek ¢asu, proto jsme ji neprovedli. Dalsi z pre-
kazek, ktera zabranila jejimu provedeni, byla jeji technickd narocnost.

Pokus bychom tuto metodu provadéli, potiebovali bychom dva kotouce ze
stejného snadno prostielitelného materidlu (napf. papir) ve vzdalenosti [, které
by se otacely se stejnou periodou T" a zndmou pocatecni fazi ¢ (v nasem piipadé
¢1 = ¢2 = 0). Po vystielu diabolka nejprve narazi do kotouce ¢. 1, poté uraz{ za
¢as t vzdalenost [ a narazi do kotouce ¢. 2. Béhem doby t opiSe kotou¢ ¢. 2 thel
afrad]. Tento thel ndm pomuze zjistit ¢as ¢, a to takto:

«
t=—T.
2
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Ze ziskaného Casu t a znamé vzddlenosti [ snadno dopocitame rychlost diabolky
v:

I 27l

T T Ta

Tato metoda ndm umoznuje primo zjistit rychlost diabolky v. Jeji hybnost bychom
poté mohli zpétné dopocitat pomoci znamého vzorce p = mu.

I tato metoda ma néjaké nedostatky. Prvni a asi nejvétsi z nich je jiz zminovana
technickd narocnost oproti dvéma diive zminénym metodam. Je nutné sestrojit
takové zafizeni, které umozni otacet kotouce stale stejné rychle a zaroven je sou-
Casné zastavit, aby nedochézelo ke zkresleni velikosti tihlu a. K tomuto tcelu
bychom mohli vyuzit soustavu civka-magnet a vyuzit otac¢ivého efektu elektro-
magnetické indukce zpusobené stridavym proudem privadénym na civku. Dalsi
problém nastane pii hledani vhodné frekvence otacek kotouci. Mohlo by dojit
k tomu, ze kotou¢ ¢. 2 by opsal vice nez jednu otdcku, aniz bychom to zare-
gistrovali, coz by vyrazné zkreslilo vysledky. Z tohoto divodu bychom méli mit
aspon priblizny odhad rychlosti v, abychom eliminovali tyto nepfesnosti a zrychlili
pribéh méreni.

Chyby béhem méfeni mohou nastat béhem métreni velikosti thlu a. Pfi ne-
vhodné zvoleném materialu kotouc¢d muze dojit k vyraznéjsimu zpomaleni dia-
bolky nebo se jeji rychlost snizi natolik, ze zacne padat po trajektorii Sikmého
vrhu. Zpomaleni diabolky vsak neni mozné iplné eliminovat, bude k nému do-
chézet vzdy pti ndrazu do kotouce ¢. 1, pfi vhodné zvoleném materidlu bude toto
zpomaleni témér zanedbatelné.

Obecné je tato metoda velmi technicky naroc¢na a vyzaduje aspon ¢astecny od-
had rychlosti diabolky. Bylo by vsak mozné ji pouzit jako metodu, ktera zpTesiuje
predchozi méreni.

Zavér
Vychylkou kyvadla jsme zméFili rychlost jednoho druhu diabolek (drazkovanych).

Vysledna hodnota je
vy = (1224 11)m-s 1.

Pomoci zvuku a jeho prenosu vzduchem jsme mérili rychlosti dvou druhi diabolek
(s drazkami a bez nich) a porovnali je. Vysledna hodnota drédzkovanych diabolek
" oy = (1794 13)m - s~ 1.
Vysledna hodnota hladkych diabolek je

ve =170+ 9)m-s~ 1.
Porovnanim vysledkt pfi méfeni pomoci zvuku jsme si ovérili, ze drazky v dia-

bolce umoznuji lepsi proudéni vzduchu v jejim okoli, coz ma za nésledek jeji vétsi
rychlost.
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Mgr."™™ Dominika Jurdovd, Be.MV Peter Pavel Arthur Petrds

|zolanty

Izolanty jsou latky (materidly), které od sebe odrézi teplo. Pokud méame doko-
nale izolujici nadobu, molekuly, které narazi do nadoby s urcitou rychlosti, se od
nadoby odrazi a neptedaji nadobé zadnou energii, molekuly se tedy odrazeji s do-
konale pruznou srazkou. S nejvétsi pravdépodobnosti se i odrazi stejnou rychlosti
(musime zachovat jejich energii).

Priprava, materialy

Meéli jsme k dispozici materidly, které najdeme v domacnosti a venku v prirodeé.
Srovnéavali jsme chladnuti cca 60 °C vody v plechovce obalené termotrickem, vzdu-
chem (plechovka byla umisténa v hrnci), hrncem plnym listi (mokrého, suchého),
zmackanym papirem (noviny), ... Tyto pokusy jsme nésledné opakovali v jamé
vykopané na miru plechovky. VSechny hodnoty jsme porovnavali s plechovkou,
kterd nebyla obalena a vzduch kolem ni mohl volné proudit. Vodu jsme ohfi-
vali v rychlovarné konvici a nésledné ji prelévali do plastové konvice, kde jsme ji
nechali chladit na 60 °C. Teplotu v konvici jsme méfili termokamerou a teplotu
v plechovkéch jsme méfili tepelnym ¢idlem (DS18B20).

Vyroba

Plechovky byly valcového tvaru, jeden z podstavnych kruht mél z vétsi ¢asti
odriznuté viko tak, abychom ho mohli otevirat a zavirat. Doprostied vika jsme
udélali priblizné kruhovou diru, jejiz velikost odpovidala praméru cidla, které
jsme do termosky davali. Poté jsme z dratkt vytvorili ,stojanek* na ¢idlo. Tento
stojanek drzel ¢idlo ve svislé poloze viic¢i dnu a uprostied termosky. Tim jsme chtéli
docilit co nejobjektivnéjsiho méfeni, protoze voda proudi a uprostied zustava
nejdéle tepld. Poté jen stacilo sehnat dostate¢né mnozstvi obalovych materiala a
témi obalit termosku tésné pred instalaci celého méreni.

Postup méreni

V rychlovarné konvici jsme uvarili vodu. Pro sledovani zmény teploty ndm stacila
nizsi teplota nez teplota blizici se bodu varu, proto jsme vodu prelili do plastové
konvice a v ni jsme pravidelné mérili teplotu vody termokamerou. Kdyz voda do-
sahla pozadované teploty, vzali jsme plechovku, obalovy materidl a ¢idla a $li ven.
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Venku jsme vybrali vhodné misto (vzdy stejné) a na néj postavili termosku oba-
lenou danym materidlem. Otevreli jsme viko plechovky a nalili jsme do ni horkou
vodu. Viko jsme zavfeli a dirou jsme prostréili ¢idlo, zaroven jsme ¢idlo ukotvili
v drzéku, ktery byl ptichycen k plechovce. Obalili jsme plechovku danym izolac-
nim materidlem. Detektory jsme pripojili k pocitaci, ve kterém bézel program,
ktery ihned vykresloval graf s danymi hodnotami a zaroven data ukladal pro dalsi
zpracovani.

Vysledky
Na vzduchu

7 grafi ndm vychdazely priblizné klesajici exponenciely. Na vzduchu mé nejméné
klesajici tendenci kiivka, kterd odpovidd termotricku, nasleduje listi, poté vzdu-
chovéd bublina v hrnci, zmackané noviny.

I I I I I I

termotricko s —

vzduch =---------

noviny ———-

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
t[s]

Obrazek 8: Chladnuti termosek na vzduchu

V zemi

V zemi je celkova klesajici tendence mensi nez na vzduchu. Za stejny casovy tsek
se zadna plechovka v zemi obalend izolantem nedostala na teplotu vzduchu, na
rozdil od méfeni na vzduchu. V zemi se rovnéz osvédcilo termotricko jako nejlepsi
izolant, dédle znovu zmackané noviny (nyni jiz pouze vyplilovaly zbylé misto mezi
zemi a plechovkou, nebyly v hrnci), suché list{, nejhif ze vSech materiali dopadla
hlina, kterd na tom byla velmi podobné jako mokré listi.

Zavér
Z naseho méfeni jsme zjistili, Ze nejlepsim izolantem v zimé (teplota kolisala mezi

0-10°C) je termotricko schované v zemi. Nejhorsim izolantem byly zmackané no-
viny na vzduchu. Z vysledki vyplyva, ze az nam bude zima, tak si na sebe muzeme
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nic — —  termotricko

50

okoli ===+ noviny ...........
40 listi -==------

hlina ————-

:5 30  mokre listi =-----
20 [~
10 s B S
0 | | |
0 5000 10000 15000 20000
t[s]

Obrazek 9: Chladnuti termosek v zemi

vykopat jdmu (¢imZ se zahfejeme) a pak si do ni vlézt nejlépe v termopradle. Na
rozdil napriklad od pouziti papiru, ktery se hodi maximélné tak na podpal.

Serial: Molekuly

Uz mame dostatecny teoreticky zaklad, takze v tomto dile uz opravdu bude néjaka
fyzika (a chemie). Opét ale za¢neme Fesenim uloh z minula:

1. Urc¢i tad grupy a jejich prvkia a najdi co nejvic podgrup a vsSechny tiidy
grupy Dsp. (2b)
Reseni:
Grupa D3y, obsahuje prvky e, c3, ¢3, s3, 2, on, 04, 0B, 0C, Ca, Cp & cc. Je
jich dohromady 12, fad grupy Day je tedy gp,, = 12.

Probereme si jednotlivé prvky a uréime jejich fady. R4d identity e je vzdy 1.

s Tadem trojcetné reflexni osy:
(s3)" = 3
(s3)° =2 @53 =0y
(83)4 — Oh ® S3 = C3

835203083252 836:8208326
3 3

RAd trojcetné reflexni osy je tedy 6. RAd rovin zrcadleni a dvojéetnych os
je 2.
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Podgrup grupy D3y, je skutecné hodné, jsou to:
— {e} (znadi se Cq)
— {e, c3, 2} (znad se C3)
— {e, oa}, {e, o}, {e, oc}, {e, on} (tyto grupy se znadi Cy)
— {e, ca}, {e, cB}, {e, cc} (tyto grupy se znaci Cs)
— {e, c3, &, s3, s%, o} (znadi se Cp)
—{e, c3, &, 04, 0B, oc} (znaci se Cay)

- {6, CA, OA, Uh}? {6, CB, 0B, Uh}a {67 cc, 0cC, Uh} (tyto grupy se
znadéi Cay)

—{e, ca, cB, cc, c3, c3} (tato grupa se zna¢i D3)
Rozdéleni grupy na tridy tady ukdzeme pomoci tabulky vsech konjugaci
(Tab. [5).

Tridy grupy Day tedy jsou: {e}, {c3, 3}, {s3, 83}, {on}, {0a, 0B, oc},
{ca, cp, cc}. Pocty prvku tiid (1, 2, 2, 1, 3, 3) jsou déliteli fadu grupy (12).

X e C3 Cc3 S3 53 Oh oA OB O¢C Cp CpB cc
31"6033_1 € € € € € € € € € & € €
Trecsex 1 C3 C3 C3 C3 C3 C3 C3 C3 C3 C% 6525 C%
reciex t | 3 & &2 & 3 A3 A& & & ¢ o o«
reSzex 1 S3 S3 S3 S3 S3 S3 S3 S3 S3 Sg Sg Sg
resiexr l | 52 2 52 2 2 s2 s3 s s2 sz s3 os3
reopexr 1 Ohp Op Op Ohp Ohp Oh Op Op Ohp Oh Ohp Ohp
reogpexr 1 opa Op O¢c OB O 0A O0A OA gpa OA OpA OAp
I‘OO'BO"Eil op O¢c 0O0p Oc 0Op Op Op Op Op Op OB OB
reoccex 1 oc O0p OB 0Op OB O¢c O¢ O¢ O¢ O O¢ OC
recypex 1 CA (652 Ccc (6] Ccc CA CA Ccc (6] CA cc Cp
recpex L CB cc CcA Ccc CA CpB cc CB CA Ccc CB CA
xTr e Cc 0$71 Ccc CA Cp CA Cp cc Cp CA Ccc CBp CA cc

Tabulka 5: Tabulka vSech konjugaci grupy Dsy

2. Napis néjakou 3D reprezentaci grupy vsech dvojcetnych rotaci rovnostran-
ného trojihelnika a ukaz, jestli je ireducibilni. (3b)
Reseni:
Ukéazky z vasich Teseni si nechdme naptisté. Naopak v tomto ¢isle prinasime
originalni navrhy grup z vasich feSeni druhé série.
Dr.MMPetr Simiinek a Mgr.MMAnna Mlezivova shodné navrhli grupu symet-
rii ¢tverce. Ta obsahuje devét operaci: identitu, ¢tyrc¢etnou rotacni osu pro-
chazejici sttedem ctverce, dvé roviny zrcadleni obsahujici tthlopricky a dveé
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prochézejici stredy stran ¢tverce. Roviny zrcadleni jsou ekvivalentni s dvoj-
¢etnymi rotacemi kolem thlopficek resp. os stran. Doc.MMDominik Krasula
navrhl originalni cyklickou grupu, tedy mnozinu nékolika prirozenych cisel
a operaci s¢itani modulo jiné ¢islo — vSiml si, ze do ni neni nutné zarazovat
vSechna prirozena ¢isla mensi nez cislo, které pouzivame k operaci modulo.
Jeho grupa je mnozina {0, 2,4, 6,8} s operaci + mod 10.

Ted, kdyz uz mame zavedeny pojem reprezentace, mizeme teorii grup na néco
skutecné aplikovat. Prvnim prikladem bude urcovani vybérovych pravidel ve spek-
troskopii, konkrétné si to ukazeme na spektroskopii molekulovych vibraci.

Kazd4 molekula je v neustdlém (tepelném) pohybu, pohybuje se jako celek,
otaci se, deformuje se jeji tvar. Vsechny tyto pohyby se daji popsat jako zmény
souradnic jejich atomt. Pro N-atomovou molekulu mé takovy prostor dimenzi 3IV
(kazdy atom m4 soufadnice x, y a z). 3N je i pocet stupnt volnosti pohybu takové
molekuly. Tyto stupné volnosti pohybu se daji rozdélit na nékolik druhi. Prvnim
je pohyb molekuly jako celku, translace — translacni stupné volnosti jsou tri a ob-
pohybem je rotace molekuly jako celku, rotacim také prislusi tii stupné volnosti
— obvykle je popisujeme jako otoceni kolem os prochéazejicich tézistém molekuly.
Zbyva ndm 3N — 6 stupnii volnosti na rizné deformace molekuly, tém fikame vib-
racni stupné volnosti. Soutradnice vibrac¢nich stupiii volnosti se popisuji riznymi
zpusoby, nejnazornéjsi je soustava souradnic spojena s délkami chemickych vazeb
v molekule a tthly mezi nimi (vazebnymi thly).

Trochu specidlnim pripadem je napf. molekula oxidu uhli¢itého CO;, kde se
vazebny thel povazuje za tihel primy. Molekula pak lezi celd v jedné ose syme-
trie, ozna¢me si ji jako osu z. Rotace celé molekuly kolem os z a y je potom
totéz, takze je to jeden stupen volnosti. Naopak vazebny tihel 180 © se muze ménit
v roviné xz i yz a stupné volnosti se nam neztrati. Jen je jiné jejich rozlozeni:
3 na translace, 2 na rotace a 3N — 5 na vibrace molekuly. Toto plati pro linearni
molekuly obecné.

Je ndm asi jasné, ze se vazebné délky a thly v molekule mohou ménit. Proc¢
tomu ale fikame vibrace? Stejné jako pruzina nebo kyvadlo, kazdy z nasich che-
mickych parametru je spojen s néjakou silovou vazbou a ma néjakou polohu s mini-
malni energii. Pii vychyleni pak logicky piisobi sila vracejici systém zpét. Molekula
se tedy chova jako systém oscilatort. Na rozdil od oscilatort klasické mechaniky,
tedy téch kyvadel a pruzin, tady neexistuje nekoneéné mnozstvi ruznych frek-
venci, maximalnich vychylek kmita, atd. Molekuldrni oscilatory jsou oscilatory
kvantové. To znamen4, Ze:

e Existuji jen urcité povolené hodnoty energie oscilatoru.

e Tyto energie jsou ekvidistantni, to znamend, Ze jsou od sebe vSechny stejné
daleko.

e Nejnizsi energie neni nula, takze i zakladni stav ma néjakou definovanou
energii.
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Podobné jako u dvou téles spojenych pruzinou, zévisi energie (a tim i frek-
vence) vibraci na sile vazby (tuhosti pruziny) a hmotnostech objekti vazbou
spojenych. Ve vibrac¢nich spektrech proto pozorujeme vibrace leh¢ich atomid na
vyssich frekvencich nez vibrace tézsich atomu. Frekvence vibraci je také vyssi u né-
sobnych chemickych vazeb. Zmény délek chemickych vazeb maji vyssi frekvence
nez zmeény vazebnych hla.

Spektroskopie molekulovych vibraci mame dvé: absorpéni infracervenou spek-
troskopii a Ramanovu spektroskopii, kterd je zaloZena na rozptylu. Absorpc¢ni
spektroskopie funguje tak, Ze doddvdme materidlu energii (pomoci foton o ruzné
energii) a pozorujeme, které fotony si latka uméla vzit. Jejich energie pak odpovida
rozdilu energi{ mezi hladinami nékterého z jejich systémi hladin (nékterého z je-
jich oscilatorn). Rozptylovd (Ramanova) spektroskopie funguje tak, ze na latku
svitime laserem, tedy vSechny fotony maji stejnou energii, a sledujeme fotony,
které svou energii pii interakci s 1dtkou zménily (je jich velmi velmi mélo). Zména
energie téchto fotont je opét nas rozdil energii mezi hladinami.

Vsechny vibrace, které pozorujeme, v molekule opravdu existuji, ale neplati,
ze vsechny existujici vibrace mutzeme pozorovat. Plati ur¢ita vybérovd pravidla
pro prechody mezi vibra¢nimi stavy a ta ndm urcuji, které z téchto prechodi jsou
povolené (muZeme je pozorovat) a které zakdzané. (Tedy, v urcité aproximaci.
Obecné plati, ze pokud je prechod zakazany, je jen velmi nepravdépodobny.)

Prvnim pravidlem je, ze povolené jsou jen prechody mezi sousednimsi hladi-
nami. Toto vybérové pravidlo velmi dobfe plati a druhé harmonické (pfechod ob
jednu hladinu) nebo souétové vibrace (kombinace dvou rtznych vibraci, které se
samy projevuji i normélné) jsou spiSe rarity.

Dale tu mame vybérova pravidla, kterd souviseji s polaritou a symetrii mole-
kuly. V infracervené absorpc¢ni spektroskopii vidime jenom ty prechody, kde se pri
vibraci méni dipélovy moment molekuly p. (Dip6lovy moment dipdlu je soudin
velikosti naboji a vektoru od zaporného naboje ke kladnému, dipdlovy moment
molekuly je pak vektorovym souc¢tem momentu pritomnych dip6li.) Dipélovy mo-
ment molekuly zavisi jak na polarité vazeb (éim poldrnéjsi, tim silnéjsi odezva),
tak na symetrii molekuly. Podivejte se na obrazek molekula vody ma polarni
vazby a ma i nenulovy dipélovy moment. Jak se mize béhem vibraci ménit si
ukdzeme pozdéji. Molekula oxidu uhli¢itého ma také polarni vazby, ale jeji cel-
kovy dipélovy moment je nulovy. V Ramanové spektroskopii jsou naopak vidét
vibrace, pri kterych se méni polarizovatelnost molekuly c. Polarizovatelnost je
veli¢ina, kterd pOplSU.Je miru odezvy materialu P (polarizace) na elektrické pole
E vztahem P = oE. Polarizovatelnost je tézko predstavitelna, ale v zasadé se da
Fict, Ze snéz se polarizuje vyssi elektronovéa hustota, tedy ndsobné vazby. A opét
samoziejmeé silné zavisi na symetrii molekuly.

Symetrie molekuly je popsana jednou z grup bodovych symetriim Pokud chceme
studovat vybérova pravidla vibracnich spektroskopii u néjaké molekuly, nejdiive

"Bodovych proto, Ze se geometricka zndzornéni véech prvki grupy (osy, roviny, st¥ed inverze)
protinaji v jednom bodé.
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(a) Dipélovy moment molekuly

vody ziskdme jako soucet dipdlo-

vych moment jejich vazeb, vysled- (b) Dipdlovy moment molekuly
kem je vektor sméfujici od atomu oxidu uhli¢itého je nulovy, dipdlové
kysliku mezi atomy vodiku. momenty jeho vazeb se vyrusi.

Obréazek 10: Porovnéni dipdlovych moment molekuly vody a oxidu uhli¢itého

uré¢ime jeji bodovou grupu symetrie. Schematicky navod k jejimu urceni je na
obrazku 12, zkusme to spole¢né pro molekulu vody. Voda neni linedrni molekula.
Rotacni osu mé jen jednu, a to dvojcetnou, takze na otdzku, jestli m4 jen jedinou
osu maximalni ¢etnosti odpoviddme ano, a ukladame si, ze n = 2. Ose o0 maxi-
malni Getnosti se obecné ¥ika osa hlavni. Ctyi¢etnou reflexni osu rovnobéznou s
osou hlavni nemame. Dalsi dvojcetné osy také nemame, natoz pak kolmé k ose
hlavni. D4l mame dvé vertikdlni roviny, tedy roviny obsahujici hlavni osu, jednu
v roviné molekuly a druhou kolmou na rovinu molekuly, takze tady odpovidame
ano. A vidime, ze voda ma bodovou grupu symetrie Co,.

Dalsim krokem je sestaveni reprezentace bodové grupy pro nasi molekulu.
Molekula vody méa tfi atomy, takze budeme pracovat v deviti dimenzich. Vek-
tor v prostoru 3N bude vypadat takto: (xm,, YH,, ZH,, THys YHy s ZHas TO» YO, 20)-
Kartézské souradnice misto systému délek vazeb a vazebnych hld, volime jako
prvni néstiel proto, ze se snadno vytvari. Osu z si zvolime ve sméru dipdélového
momentu molekuly, osu « kolmou na rovinu molekuly a osu y kolmou na predchozi
dvé, tedy v roviné molekuly. Matice jednotlivych prvka grupy, tedy e, Cs, 0., a
0y budou vypadat nasledovné:

Q]

I
OO OO DO OO =
[=NeNeoloNeNaBael =
[=NeNeNoeNoeNal S =]
DO O OO OO O
DO OO OO
S OO OO O OO
[=NeB S oEoEeNeNe N
O OO DO OO O
_ O O 00O o oo
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0 0
0 0
0 0
-1 0
Co=10 -1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 O
0 O
1 0
0z,=10 -1
0 0
0 O
0 O
0 O
-1
0
0
0
oy-=| 0
0
0
0
0

=N eleoleoNoeoNoNal "

I
_

S OO R OO O OO
OO OO OO OO

OO, OO O OO
OO DD OO O OO

o O O

N elNeBeoNeNell S =R
OO OO

0

0 0 0 0 O
-1 0 0 0 O
0 1. 0 0 O
0o 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 -1 0 O
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 1
0 00 0 O
-1 0 0 0 O
0 1.0 0 O
0 00 0 O
0 00 0 Of,
0 00 0 O
0 01 0 O
0 00 -1 0
0 00 0 1
00 0 00
00 0 00
00 0 00
00 0 00
10 0 00
01 0 00
00 -1 0 0
00 0 10
00 0 01

7 pohledu do pravého dolniho rohu matic vidime, ze tato reprezentace je ire-
ducibilni. (Stejné tak je reducibilni reprezentace s bézi zaloZenou na vazebnych
délkéch a thlech, protoZze m4 stejnou dimenzi). Co ted musime udélat, je najit re-
ducibilni reprezentace této grupy. Potfebujeme tedy vSechny ¢tyri matice prevést
stejnou procedurou na kvazidiagondlni tvar. A to ruéné opravdu délat nebudeme,
to je préace pro stroje. Vysledek se navic d4 najit v tabulkécl”ﬁ Tabulka pro grupu
Cs, vypada takto:

linearni kombinace, | kvadratické
E | Gafz) | oul@z) | ou(y2) rotace kombinace
Ay 1 1 1 1 z T, Y2, 22
Ag 1 1 -1 -1 R, Ty
B, 1 -1 1 -1 z, R, Tz
Bs 1 -1 -1 1 Yy, Ry Yz

8http://www.webqc.org/symmetrypointgroup-c2v.html



http://www.webqc.org/symmetrypointgroup-c2v.html

FREA  XXIl/4 37

linedrni?

/\

ano ne

1 |

jedind Cy?

né/ Z?\ / \

ano ne ano
I !
Cov Dun 6C57 Son || Cn?
N N
ne ano ne ano
! !
i? nog?
/ O\ N\
4C57? ne ano ne ano
P N ! I |
arllo nle I I S2n Dna
3C,? 3Cy7 nCy L C,7
RN SN N
ne ano ne ano ne
| | | | |
35,47 i? o? op? no,?
/N /N SN/ RN
ano ne ne ano  ne ano  ne ano ano ne
| | I | | |
Td O Oh Cs Dnh Cnv
i? i? 2047 op?
/\ /N N\ N\
ne ano ne ano  ne ano ne ano
| I | | |
T Ty C; C; D, Doy C, Cun

Obrazek 11: Diagram k urceni bodové grupy symetrie.
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Z prvniho sloupce vidime, ze grupa Cs, mé ¢tyfi ireducibilni reprezentace
oznacené Ai, Ao, By a By. Matice kazdé z téchto reprezentaci stéle spliuji stejné
multiplikacni vlastnosti, jako e, c., 0., a o0y, takze to jsou prvky grupy Cs,,
uz to ale nejsou prvky symetrie rovnoramenného trojihelniku. Co to tedy je?
Jsou to jiné transformace nasi konkrétni molekuly, které spliuji ur¢ité symetrické
podminky dané puvodnimi prvky grupy Ca,. Jaké symetrické podminky to jsou
je zakddovano ve znacce reprezentace v nasi molekule.

Ireducibilni reprezentace grup symetrie molekul se znaci Xi]fj. X rozlisuje di-
menzi reprezentace, X € {A, B} jsou jednodimenziondlni, X = F dvojdimen-
ziondlni a X = T tridimenzionalni. Jednodimenzionalni reprezentace jsou navic
rozliSeny podle toho, jestli transformace popsané jejich prvky jsou symetrické
(X = A) nebo antisymetrické (X = B) vuci rotaci kolem hlavni osy. Indexy pak
popisuji zachovavani dalsich symetrii pii transformacich patiicich dané reprezen-
taci. Prvni dolni index i popisuje, jestli je transformace symetrickd (¢ = 1) nebo
antisymetrickd (i = 2) vaci zrcadleni ve vertikdlni roviné, druhy dolni index j
se tyka symetrie vudi stiedu inverze (j = g symetrickd, j = u antisymetrickd) a
horn{ index k zrcadleni v horizontélni roviné (k =/ symetrickd, k = /7 antisymet-
rickd).

Ze je néco antisymetrické znamen4, Ze to porusuje danou symetrii specidlnim
zpusobem. Ono poruseni symetrie ma urcitou symetrii. Ukazme si to tfeba na
reprezentacich A a B. Mame rovnoramenny trojuhelnik ABC' s podstavou AB
a rameny BC a AC (Obr. [12a). Osou symetrie je tady osa prochazejici stfedem
zékladny a vrcholem C. Pokud bychom prodlouzili obé ramena o stejny tsek,
dostaneme opét rovnoramenny trojtihelnik symetricky podle nasi osy (Obr.
— takova transformace je vuci ose symetrickd a popisuje ji ireducibilni reprezen-
tace A. Pokud bychom jedno rameno o néjaky tsek = zkratili a druhé o stejny tsek
x prodlouzili, vysledek uz symetricky neni (Obr. . Ale pokud tento deformo-
vany trojihelnik oto¢ime kolem osy, dostaneme trojuhelnik, jaky bychom dostali
opacnou transformaci, tedy prvni rameno bychom o z prodlouzili a druhé zkratili
(Obr. . Takova transformace je vici rotaci kolem hlavni osy ptvodniho troji-
helnika antisymetricka a popisuje ji ireducibilni reprezentace B. Pokud by tseky,
o které v kazdém okamziku zménime délky ramen, nebyly pfesné opacné, byla by
transformace prosté jen nesymetricka.

Dalsi ¢tyti sloupce nam tikaji, jaké jsou charaktery prvkia grupy v dané repre-
zentaci (stopy matic). Predposledni a posledni sloupec ndm rikaji, které zmény
jednoduchych soufadnic (translace a rotace), p¥ipadné kvadratickych kombinaci
kartézskych soufadnic, jsou invariantni vici transformacim popsanym tou kterou
reprezentaci. Napriklad transformace popsané reprezentaci A; grupy Ca, jsou in-
variantni vii¢i posunu podél osy Z.

Méme tedy ireducibilni reprezentace grupy. Ted musime zjistit, co presné
transformace popsané v téchto reprezentacich znamenaji pro nasi molekulu. To
bude delsi proces. Jako prvni krok zjistime charaktery prvkia grupy v puvodni
3N reprezentaci spojené s atomy v molekule. Mizeme si jednak napsat matice
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(a) Rovnostranny trojihelnik
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(b) Rovnoramenny trojuhelnik
vznikly z predchoziho zkracenim
stran AC a BC o stejny usek.

i

iC C

A B’

| 5 A’ B

Deformovany  trojihelnik  (d) Otoceni deformovaného trojii-

vznikly zkrdcenfm strany AC a  helniku okolo osy prochazejici vr-
prodlouzenim strany BC o stejny  cholem C.

usek.

Obrazek 12: Deformace rovnostranného trojihelniku
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reprezentujici prvky nasi grupy ve 3NN reprezentaci, jako jsme to udélali vyse, a
spocist jejich stopy, pokud ale mame tabulku charaktert, jde to i snaz. Rozsifime
si ji o par dalsich radka. ..

Do fadku ng napiseme pocet atomit molekuly, které lezi na daném prvku
symetrie: Identita je vlastné cely prostor a v ném lezi vsechny ti atomy molekuly
vody. Na rotacni ose C3(z) lezi jen atom kysliku, piseme tedy jednicku. V roviné
kolmé na rovinu molekuly o, (zz) lezi také jen atom kysliku a v roviné molekuly
opét lezi vSechny atomy.

Do f4dku x°(R) napiSeme charaktery prvki Co, v reprezentaci pifslusné kar-
tézskému trojrozmérnému prostoru.

100 -1 0 0
Tre=Tr |0 1 0] =3, Tre=Tr | 0 -1 0] =-1,

0 0 1 0 0 1

1 0 O -1 0 0
Tre=Tr |0 -1 0] =1, Tre=Tr | 0 1 0] =1

0 0 1 0 O

1
Do fadku x(R) pak napfieme soucin é&fsel v fadcich ng a x°(R) — to jsou hledané
charaktery.

linearni kombinace, | kvadratické
e | o) | ou(@z) | ou(y2) rotace kombinace
A, 1 1 1 1 2 2% Y2, 22
Aq 1 1 -1 -1 R, Ty
By 1 -1 1 -1 z, Ry Tz
By 1 -1 -1 1 Yy, R 2y
nR 3 1 1 3
X°(R) [ 3] -1 1 1
X(R) |9 -1 1 3

Pro¢ to funguje? Protoze pokud se soufadnice atomu pii aplikaci operace
symetrie méni (atom na prvku nelezi), piislusi jeho soufadnicim v matici repre-
zentujici operaci symetrie nulové diagonalni prvky. Do charakteru tedy prispivaji
jen atomy, které na prvku symetrie lezi.

Charaktery prvki symetrie v trojrozmérné kartézské reprezentaci sice umime
vypocitat, ale raznych prvki symetrie obecné neni mnoho, a tak se jejich charak-
tery daji vypsat:

e X’(e) =3
o x"(d)

e X’(0)=1

-3
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o (k) =2cos ZZk 1

n

o X(sh) =2cos 2=k + 1

Ted uz muzeme zcela urcit redukei 3N reprezentace. Vime, které ireducibilni
reprezentace obsahuje, jen zjistime, kterou obsahuje kolikrat. K tomu se nam
budou hodit pravé spocitané charaktery. Reprezentace A; je v reprezentaci 3NV
obsazend aj-krat:

)

ay = % lz x(9)Ai(g)

kde n je ¥dd grupy, tedy pocet prvku symetrie, > g znaci sCitani pres vsSechny
prvky grupy, x(g) je charakter prvku g v 3N reprezentaci a A;(g) je charakter
prvku g v reprezentaci A; — najdeme ho v tabulce charaktert v fadku A; a sloupci

qg.
ea;=3509-1-1-1+1-1+3-1]=3
eay=19-1-1-1+1-(-1)+3-(-1)]=1
e b =21[9-1-1-(-1)+1-143-(-1)] =2
. a1:i[9~1—1-(—1)+1~(—1)+3~1]:3
Reprezentace 3N pro molekulu vody se tedy da rozlozit jako
R(BN) =341 1A, @ 2B, ©3Bs,

kde symbolem @ znac¢ime sjednoceni ireducibilnich reprezentaci.

Ted uz ndm zbyva jen urcit, ktery stupen volnosti systému ndlezi které iredu-
cibilni reprezentaci. K tomu nam pomiize predposledni sloupec tabulky charak-
tert. Stupné volnosti mame transla¢ni, rotacni a vibracni. Transla¢nim stupnim
prezentace, vici kterym jsou kartézské souradnice invariantni, tedy ty, u kterych
je prislusna soutradnice napsand

R™"S(3N) = A, & By @ Bs.

Podobné pro rotace
R™(3N)=Ay,® B; ® By.

A na vibrace nam zbyva
RYP(3N) =24, & B,.

U tak jednoduché molekuly, jakou je voda, dokdzeme skutec¢né urcit, které vib-
race patif ke které ireducibilni reprezentaci, podle symetrii, které vibrace (resp.
jeji reprezentace) zachovava. Reprezentace A; zachovavd symetrii vaéi hlavn{
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H H H H

(a) Zména vazebného tihlu (b) Symetrickd zména délek vazeb

O

H H

(c) Antisymetrickd zména délek
vazeb

Obrazek 13: Deformace molekuly vody

ose (ca(2)) a vertikdlnim rovindm, piislusi ji deformace vazebného thlu vody
(Obr. a symetrickd zména délek vazeb O—H (obé vazby se zaroverl prodluzuji
nebo zkracuji, viz Obr. , reprezentaci By pak prislusi antisymetrickd zména
délek vazeb O-H (jedna z vazeb se vzdy prodluzuje, zatimco se druhd zkracuje,
Obr. .

Vidime, ze vibrace molekuly nejsou vzdy jednoduché zmény chemickych sou-
fadnic molekuly (délek vazeb a vazebnych hl), ale mohou to byt jejich linedrn{
kombinace. Obecné proto neni viibec jednoduché natipovat, které vibrace by se
v molekule mohly realizovat, a prifadit je k ireducibilnim reprezentacim. V praxi
vétsinou kon¢ime tim, Ze urcéime, kolik pasti mame ocekdvat ve spektrech urc¢ité
latky. Kompletni analyzu provadime v situaci, kdy kvantové-mechanicky mode-
lujeme pohyb molekuly — tak ziskdme pro kaZdou vibraci jeji energii (energii
potiebnou k pfechodu mezi sousednimi hladinami) a seznam chemickych soutad-
nic molekuly, které se ji Gicastni, a tim vlastné ziskame jejich popis dostateény na
to, abychom je nékteré ireducibilni reprezentaci priradili.

U slozitéjsich molekul se velmi ¢asto daji najit mensi skupiny atomu (chemické
skupiny), které vibruji relativné nezdvisle na okoli — takovym vibracim pak rikdme
charakteristické a dokazeme pomoci jejich velmi typickych poloh z nezndmého
spektra urcit, o jakou latku se (alespor ptiblizné) jednd. Sem pati{ vibrace vétsiny
typickych chemickych skupin, jako jsou CHs, CHy, COOH, NH2, NOgs, atd. Mnohé
vibrace se ale zddné mensi podskupiné prifadit nedaji a tcastni se jich prakticky
celd molekula. Takové vibrace, fikdme jim skeletarni, pak také rozumné nejde
rozkreslit, jako jsme to udélali pro vodu (Obr. [13).

7 posledniho a predposledniho sloupce tabulky uré¢ime vybérova pravidla: po-
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Obrazek 14: Molekula amoniaku. Kapka znaci nevazebny elektronovy par dusiku, jed-
noduché ¢ara znaci vazbu v roviné papiru, tucna jde pred rovinu papiru a ¢arkovand za
ni.

kud je u ireducibilni reprezentace napsana kartézska souradnice, budou prislusné
prechody pozorovatelné v infracervené absorpcéni spektroskopii, a pokud je u ni
néjaka kvadratickd kombinace kartézskych soufadnic, bude pozorovatelnd v Ra-
manové rozptylu. Mze se stat, ze prechod bude pozorovatelny v obou metodéch,
nebo Ze nebude pozorovatelny viubec. V pripadé vody budeme pozorovat vsechny
tfi vibrace obéma metodami.

Jako dalsi ukéazku si zvolime molekulu amoniaku NHjs, jeho molekula méa tvar
trojboké pyramidy, pokud bychom si predstavili atom dusiku jako stied ¢tyfsténu,
jsou atomy vodiku ve tfech z jeho vrcholu a ve ¢tvrtém je nevazebny elektronovy
par’| (obrézek [14)).

Nejprve uréime bodovou grupu symetrie amoniaku podle schématu na ob-
razku Linedrni molekula to neni; jedinou hlavni osu mé trojéetnou (jeden
vrchol étyfsténu je jiny, je v ném nevazebny elektronovy par misto vodiku), ukld-
dame si n = 3; reflexni osu rovnobéznou s hlavni osou nemad; t¥i dvojcetné osy
kolmé na hlavni osu také nem4; t¥i roviny zrcadleni obsahujici hlavni osu ma; takze
jde o grupu Cj,. S tou jsme jesté nepracovali, ale asi tusime, ze bude v leccems
podobna grupé Cy,,.

Multiplika¢ni tabulku vlastné k ni¢emu znét nepotrebujeme, mizeme si rov-
nou najit tabulku charaktera a zacit ji doplnovat. Nasli jsme, Ze grupa obsahuje
identitu e, dvé rotace kolem trojcetné osy ve sméru z (o tfetinu a o dvé tfetiny
plného thlu) a t¥i vertikdlni roviny zrcadleni. V tabulkdch charaktera je zvykem

9Teorie chemické vazby je nad ramec tohoto &lanku. Vézte vsak, ze nevazebny elektronovy par
je zkratka Gast valenéni slupky atomu, kters se pfimo netcastni za4dné chemické vazby. Ucastni
se ale preusporadédni valenc¢ni slupky nutného k tomu, aby vazby viubec vznikly, ovliviiuje tedy
silné tvar vysledné molekuly.



44

psat prvky grupy sloucené do trid, aby se uSetfilo psani. Ur¢ime si poc¢ty atomi
lezicich na prvcich symetrie: v identité vzdy lezi vSechny ¢tyri atomy; na trojcetné
ose lezi jen dusik a v rovinéch lezi vzdy dusik a jeden z vodikii. Charakter identity
ve 3D kartézské reprezentaci je vzdy 3, charakter rovin je 1 a charakter rotac¢nich
os je

271 272
XO(C:),):QCOS%—Fl:O, XO(C??):QCOS%—Fl:O.

Posledni fadek uz je trividlni.

e | 2C5(2) | 3o, hnearn;olzzrcr;blnace, kvadratické kombinace
Ay 1 1 1 z 2 +y?, 22
A, 1 1 1 R,
E 2 -1 0 ({E,y), (Rl’?Ry) (‘rQ _yzvxy)a (acz,yz)
ngr 4 1 2
X°(R) || 3 0 1
x(B) 12 o0 2

Provedeme redukci reprezentace. Protoze mame prvky seskupené do tiid, mu-
sime s¢itanec pro kazdy sloupec tabulky jesté vynasobit poc¢tem prvku tiidy.

ea;=4[1-12-1+2-0-1+3-2-1] =3

e ay=4[1-12-1+2-0-1+3-2-(-1)] =1
ee=1[1-12-2+42-0-(-1)+3-2-0] =4

Takze R3N = 3A; © Ay ® 4E. Celkova dimenze prostoru nam sedi, protoze E je
dvojrozmeérné reprezentace a 3+ 1+ 2-4 = 12. Vsimnéte si navic, ze v poslednich
sloupcich tabulky charaktert jsou u reprezentace E vektory, slozené z kombinaci
kartézskych soufadnic a rotaci (jednorozmérna reprezentace — ¢isla, dvojrozmérnd
— vektory). Translacim p¥islug{ ireducibilni reprezentace R™% = A; G F a rotacim
R™' = A, @ E. Na vibrace zbjva RV'? = 24, @ 2E. Vibraéni prechody piislusné
obéma ireducibilnim reprezentacim budou viditelné obéma spektroskopiemi.

Na zavér jesté prozradim, Ze vibrace prislusné ireducibilni reprezentaci A; jsou
symetrickd zména délek vazeb N-H (vSechny se zaroven prodluzuji nebo zkracuji,
Obr. a symetrickd zména vazebnych hla (vSechny dhly H-N-H se zdroven
zvétSuji zatimco thly H-N—(nevazebny elektronovy par) se zmensujf a pak naopak,
Obr. ; vibrace pfislusné ireducibilni reprezentaci E jsou asymetrickd zména
délek vazeb N-H (dvé se prodluzuji a jedna zkracuje a pak naopak, Obr. a
asymetrickd zména vazebnych ihla (dva z thlt H-N-H se zvétsuji zatimco teti
se zmensuje a pak naopak, Obr. [15d)).
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H HoH H

(a) symetrickd zména délek vazeb

(b) asymetrickd zména délek vazeb
H H
O] ®

H H

(d) asymetrickd zména vazebnych

(c) symetrickd zména vazebnych 3 /.
ahla

uhla

Obréazek 15: Znazornéni vibraci molekuly amoniaku pii pohledu shora (od nevazebného
paru).
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He

Obrazek 16: Kationt amonny

Uloha 3.5 — Teorie grup Il (5b)

Urci vybérova pravidla pro amonny kationt NHi9 (obr. . Porovnej s vysledky
pro neutralni molekulu amoniaku. Hledat popis konkrétnich vibraci pomoci délek
vazeb a 1hli mezi nimi nemusis.

I
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Vysledkova listina 2. Cisla

Ulohy
Pofr. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 s tl1 t2 t4 t5 k Zo Zl
1. | Dr.™ P. Simtnek 3 | 58,3[4,00,4 1,0 0,0 6,3 6,0 8,0 25,7 | 42,3
2. | Dr.™ K. Stefanové 4| 62,0 7.5 4,8 10,0 | 22,3 (37,0
3.| Doc.™ D. Krasula 3 | 130,43,9 0,0 7,5 5,0 8,0 24,4 | 28,4
4. | Dr.™ M. Poljak 4| 63,0 3,0 3,0 25,0
5.| Dr.™ T. Domes 3| 650]4,1 3,0 3,0 10,1 | 22,0
6. | Mgr.™ L. Belza 4 | 21,0/4,0 0,3 3,0 7,3 21,0
7. Be™ M. S. de Joode |Z8| 17,3 4,2 42]17,3
8.-9. | Doc."™M P. Souéek 4 | 106,4 0,0 1,2 2,0 3,2]16,4
Mgr."™ J. Vaclavek 4| 46,4 2,9 0,8 3,1 6,8 16,4
10. | Mgr.™™ A. Mlezivové 2 | 42,0 3,0 6,2 9,2 16,0
11. | Be."™M D. Chytilova 2 | 15,1 2,9 3,0 3,0 8,9 | 15,1
12. | Be." J. Pallova 1 13,8 0113,8
13. | Mgr.™ D. Jurdova 4| 23,0 10,0 | 10,0 | 13,0
14. | Mgr.™ S. Rosecka 4 | 20,0 8,0 | 8,0(12,0
15. | Be.M J. Domes 1| 11,6 0[11,6
16. | Be.V P. Hudec 2| 11,5 0]11,5
17. | Be.™M P. Petras 4 10,4 0104
18.-20. | J. Gocnik 4 9,6 ol 96
Mgr.™ F. Cermak 2 | 27,6(3,9 2,9 2,8 9,6 9,6
T. Spalkova 3 9,6 0| 9,6
21. | Be."™ M. Zika 4| 12,2]4,0 40| 9,2
22. | T. Vedeia 1 8,9(3,5 3,0 6,5| 8,9
23. | Mgr.™ L. Vincenovéd | 2 | 33,1 2,9 29| 81
24. | A. Jandova 1 8,0 1,2 1,2| 8,0
25. | Be.™ D. Zacek 3 18,9 | 4,0 0,3 43| 7,9
26. | Dr.™™ J. Pokorny 4 | 553(4,5 45| 7,3
27. | L. Kundratova 1 7,0 o 7,0
28. | Be.™ B. Pozar 2 | 12,5 ol 6,5
29. | Be.™ E. Mlynéréikova | 3 | 17,2|1,5 0,1 1,6| 6,2
30. | T. Hladikov4 2 6,1 ol 6,1
31. | M. Koval 1 5,9 ol 5,9
32. | O. Bucek 2 5,8 o 58
33. | A. Kostelecka 4 7,6 0| 5,6
34. | B."™™ O. Knopp 2 16,5 0| 5,5
35. | M. Horvath 4,6 ol 4,6
36.-37. | T. Piskovsky 1 4,4 0| 4,4
Z. Sykora 4,4 0 44
38. | Mgr.™ J. Dittrich 4 | 42,8 2,8 2,8| 3,8
39. | A. Sdmal 2 6,6 0| 3,6
40.-42. | F. Chocholaty 1 3,5 0| 35
Mgr.™ M. Dolezalové | 4 | 31,5 0| 35
Be.™ P. Turinsky 3 16,5 0| 35
43.-44. | Mgr.™ S. Lukes 3| 252 0] 3,2
M. Sedové 2 3,2 0| 3,2
45.-46. | Be.™ J. Vala 2 | 11,0 3,0 0,0 3,0| 3,0
F. Zajic 3 8,0 0] 3,0
47.-48. | A. Andryskové 3 2,6 0| 26
K. Rezacova 1 2,6 0 2,6
49. | T. Palkova 2,310,5 0,2 0,7 2,3
50. | J. Bartos 1 2,1 0| 2,1
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Ulohy
Por. | Jméno R. 271 rl r2 r3 r4 s tl1 t2 t4 t5 k Zo 21
51.-52. | K. Moudra 3 2,0 0| 2,0
J. Pospisil 2 2,0 0| 2,0
53.-54. | K. Tulingerova 1 1,6 0| 1,6
A. Strpka 1 1,6 0| 1,6
55. | N. Petruny 2 1,3 0,0 0,0 0,0 1,3
56.—57. | S. Buresova 2 8,0 0| 1,0
D. Stipkova 3 1,0 0| 1,0
58. | M. Micek 1 0,5 0,1 0,0 0,1 0,5
59.-60. | M. Balla 1 0,1 ol 01
Bce.™ J. Paidar 2 19,1 0,1 0,1] 0,1
61. | J. Marek 0,0 0 0

Sloupecek 271 je soucet vsech bodu ziskanych v nasem seminéri, ZO je soucet bodu v aktudlni sérii
a 21 soucet vSech boda v tomto roéniku. Tituly uvedené v pfedchozim textu slouzi pouze pro tcely
M&M
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