Studentsky matematicko-fyzikalni casopis

rocnik XII  dcislo 5

Termin odeslani: 28. 4. 2006

Milé kamaradky, mili kamaradi,
zda se, Ze dlouhd zima se konecné pomalu vzdava své vlady a misto ni
prichézi tolik vytouZené jaro. S nim vés ¢eka teplé, slunecéné pocasi (snad), plno
pylu ve vzduchu (zcela jisté — coz potési vSechny alergiky), velikonoéni veselice
(ktera potési zejména panskou ¢ast obyvatelstva) a hlavné a predev§im k vam
pravé ted prichdzi nejnovéjsi vydani vaseho nejoblibenéjsiho casopisu — coz
zarucené potési uplné kazdého! A protozZe by byla Skoda pro samou matematiku,
fyziku a informatiku zapomenout na slunicko, vezméte si nové ¢islo s sebou na
zahradu nebo do parku (nebo do $koly, kdyZ uz tam musite ...), udélejte si
pohodli a nezapomente — fesit, fesit, fesit!
Vasi organizdtori

Zadani uloh

Uloha 5.1 — Konference (5b)

Mezinarodni konference o ochrané svétové populace lisek a listicek se zucastnilo
10 zemi: Argentina, Belgie, Cesko, Dansko, Egypt, Francie, Grénsko, Haiti,
Indie a Japonsko. Kazda zemé vyslala na konferenci pravé ctyfi tcastniky.
Kazdy ti¢astnik béhem konference jednou vystoupil se svym prispévkem. Kolika
zpusoby bylo mozné prispévky ucastnikdt usporadat, tak aby se nestalo, zZe
v§ichni Gcastnici z néjaké zemé budu prednast hned za sebou, a konference
se tim stane jednotvarnou? Pokuste se tlohu FeSit i pro obecny pocet zemi a
ucastnikt.

Uloha 5.2 — Posloupnost (5b)

Sestavme si dvé posloupnosti pfirozenych ¢isel podle néasledujicih pravidel:
ay = 1,
b, =4n+ a,, Vn=1,2,...

Ap+1 = min {N\ {al,ag, .. .,an,bl,bg, . ,bn}} .

Zjistéte posledni ¢islici ¢isla aqgso.
Zn.: dikaz vyhodou.



Uloha 5.3 — Lucie noci upije ... (5b)

Jisté vsichni znate réeni: ,Lucie noci upije, ale dne neprida“. Tato pranos-
tika popisuje jeden astronomicky jev, ktery kazdoroc¢né nastava pravé okolo
13. prosince. Dokazete zjistit jaky a vysvétlit jeho pficiny? Napovime vam, ze
jde o délku dne a c¢asy, kdy vychézi a zapada slunce.

ReSeni témat
Téma 1 — Prozkoumejte vodu!

Hustota vody a ladu
Bc™ Bedta Hergelovda, Mgr™ Jakub Beran,
Mgr™ Alzbéta Pechovd, Mgr™ Ondrej Rott,
Dr™ Tereza Berdnkovd

.....

odmerat objem a néasledne hmotnost vody. Pre vypocet hustoty vyuZijeme
vztahu m
0=y (t1.1)

Problém merania je v presnosti. Vodu ste merali v odmernom valci a hmot-
nost na kuchynskych véhach, ktorych presnost nie je najvyssia. Chyba od-
merného valca sa pohybuje okolo 10ml, chyba hmotnosti okolo 10g. Dalsim
problémom je, ze voda v odmernom valci vdaka kapilarite vzlin, ¢o moze do
merania zaniest systematick chybu.

Ti, ktori merali hustotu vody, zdroven merali aj hustou ladu. NajlepSou me-
tédou sa ukazuje naplnit pohar vodou, do ktorého potom plne ponorime kocky
ladu. Objem vody, ktord ndm vyteéie z pohara von, je podla Archimedovho
zdkona rovny objemu ladu. Postupujeme rovnako ako pri merani hustoty vody,
ale je rozumné merat hmotnost Tadu ako prva a pracovat rychlo, aby sa ndm
¢o najmenej ladu roztopilo.

hustota hustota
vody chyba Tadu chyba

Meno [kg - m~3] (kg - m™3]

Bc!™ Beata Hergelova 950 - 909 -
Mgr™ Jakub Beran 1006 - 916 -
Mgr*" Alzbéta Pechova 960 - 912 -
Dr™ Tereza Berankovéa 850 40 - -
Mgr™ Ondfej Rott 1080 - - -

Presnost merania nie je rozdiel medzi nameranou a tabulkovou hodnotou,
ako ste casto uvadzali, ale ¢islo ziskané vypocétom z nameranych hodnét — vid
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¢lanok v 3. tohtoro¢nom ¢isle B84, Naco by sme merali nejakt hodnotu, ked
vieme, ¢o ndm ma vyjst?

Povrchové napatie vody — tedria
Bc™ Bedta Hergelovd

Existuje viac metdd, ako odmerat povrchové napitie vody.

1. Do vody ponorime jednu stranu dréteného rdmceka, a aj to tesne pod
hladinu. Odmeriame silu, ktorou musime posobit, aby sme vytiahli
cely ramcek von z vody. Sila bude velmi malé, preto je potrebny
velmi jemny silomer alebo torzné vahy. Tento pokus je v domécich
podmienkach nerealizovatelny.

2. Mozme vyuzit skutoc¢nost, ze drobné predmety, aj ked maju vyssiu
hustotu ako voda, na nej pldvaju prave vdaka povrchovému napétiu.
Predmety by mali byt oblé na stycnej ponorenej Casti a tzke. Toto
spliiaju vlasy, ktorych hustotu nepozname, a ani hriibka nie je kon-
Stantna, alebo droty. Polozime dréty na vodu a zohrievame ju. Pri
uréitej teplote sa drotiky zadnt ponarat. Pokus je preto dobry na
urcenie zavislosti povrchového napétia na teplote. Je vsak potrebné
vediet hustotu drétika o a jeho polomer r. TaZn4 sila sa v hrani¢nom
momente rovna sile povrchového napétia:

Fpovrch = Fg ’

20 = 12049, (t1.2)

L,
0 =570y
3. Dalsim sposobom, ako zmerat o, je kapildrna elevicia. Je to dej na
pohlad velmi neprirodzeny. Zoberieme si velmi tenkt trubicku — ka-
pilaru — o polomeru r a vsuneme ju do vody. Voda v trubicke vystapi
do vysky h nad povrch volnej hladiny vody. Je to spdsobené prave
povrchovym napitim vody. Plati prem vztah

1
o= irhgg. (t1.3)

Povrchové napatie vody — prax
Bce™ Hanka Jirku

Podla metédy 3 zmerala Be™ Hanka Jirkiu povrchové napiitie vody. Vnatorny
priemer kapilary zmerala pomocou ihly a mikrometra. Kapilaru upevnila po-

! Pozn. red.: Spravne ma byt 2lo cost = mr? 049, kde ¥ je uhol zmacavosti,
ktory sa meria pre trojicu povrchov, v nasom pripade drot, vodu a vzduch.
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mocou stojanu a ponorila do vody, a nésledne zmerala vysku hladiny vody
v kapilare. Podla vztahu (t1.3) jej vysla hodnota o = 24 - 103N - m~1.

Merné skupenské teplo topenia
BeM™ Hanka Jirku

Autorka vlozila do kalorimetru vodu a lad, ktorych teplotu zmerala. Rovnako
zmerala teplotu po dosiahnuti rovnovazneho stavu. Vyslednu tepelni kapacitu
urcila podla vztahu

lt _ mycCy (ﬁv - t) — Mty (t - ﬁl) — MkCAl (t — ﬁk) (t14)
my

Pri experimente autorka namerala tieto hodnoty:

| voda lad kalorimeter
m[g] 114,3 g 8,6¢g 35g
t[°C] 43°C 0°C 20°C

Teplota po dosiahnuti rovnovazneho stavu: 35°C.
V tabulkéch nasla autorka tieto konstanty:
Cvoda = 4,18kJ - kg™t - K1, Chlinik = 0,896kJ - kg~ - K1,
7 tychto hodnot dostavame vysledok:
ly =240kJ - kg™'.

Pre porovnanie, tabulkov4 hodnota je Iy = 332,4kJ - kg~ !.

Teplota topenia a varu vody — ndvrh
Mgr™ Jakub Beran

R4d by som sa s vami podelil o dva popisy experimentov, ktoré som sice neu-
skutocnil, ale v praxi by sa dali urcite pouzit.

Pozn. red.: Tieto experimenty Mgr'™ Jakub Beran nevykonal. Overite, Ze
pomocou tychto experimentov dostanete rozumné hodnoty?

Teplota topenia vody

Najskor nechdme v chladni¢ke zmrznat vodu a zaroveni kvapalinu, ktord ma
nizsiu teplotu topenia ako voda (napr. kuchynsky olej). Schladime obe latky
pod teplotu tuhnutia vody. Pocdas chladnutia si pripravime dalSie pomdcky:
velkl nddobu, teplomer a nejakil varesku na premieSavanie. Premiesavame olej
a ¢akame, kedy sa zacne Tad topit. V okamihu, ked sa Tad zac¢ne topit, zapiSeme
si teplotu, ktora je v danom okamihu na teplomeru.
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Teplota varu vody

Tu som sa inSpiroval pdnom Celsiom a jeho experimentom, ktory pouzijem na
iny cel ako on. Nedostupnost teplomeru so stupnicou nad 100 °C mi znemoz-
nila jeho vykonanie. Na experiment potrebujeme varic¢, hrniec, vodu a teplomer.
Vodu v hrnci postavime na vari¢ a nechame zovriet. V okamihu, ked zacne voda
vriet, zapiSeme teplotu na teplomeru. Pokus niekolkokrit opakujeme, aby sme
zmensili chybu merania.

Merna tepelnd kapacita vody a ladu
Mgr™ Jakub Beran

Pomobcky: kiisok kovu o zndmej mernej tepelnej kapacite, Skolsky zmieSavaci
kalorimeter, vahy, zavazia, voda.

Najskor zvazime kov — 11 g, vieme Ze je to kiisok medi s mernou tepelnou
kapacitou ccy = 383J - kg~ ! - K~!. Kov zahrejeme na niekolko réznych teplot
(70°C, 80°C, 90°C). Vykonadm prave tieto tri pokusy. Do kalorimetra dam
100 g vody s teplotou 20 °C. Do vody v kazdom pokuse vlozime zohriaty kov,
zamieSame a chvilku pockdme dokial sa teploty nevyrovnaji. Podla vysled-
nej teploty ur¢ime mernt tepelna kapacitu vody. Nezabudneme pripoéitat ani
tepelni kapacitu kalorimetra — Cp = 140J - K~ 1.

Kov ozna¢me indexom 1, vodu indexom 2. Vysledné ¢y vyratame z kalori-

metrickej rovnice:
ty —t) —Cr(t—t
Co = mlCI( ! ) k( 2) s (t15)
mz(t — tz)

kde t je vysledna teplota sustavy. Meranim som dostal hodnotu

cy = cpy,0 = 44007 - kg™t - KL,
Pre porovnanie, tabulkova hodnota c,0 = 4200J -kg=! - K1

Experimentilne som mernt tepelnt kapacitu ladu nemeral, ale pontikam
postup, ako si ju zmerat. Postup je skoro identicky s postupom v predchédza-
jucom experimente. Najskor odvazime 100 g vody s teplotou 20 °C. Nechame
zmrazif isté mnozstvo ladu na —18°C (bezne dosiahnutelnd teplota v mraz-
ni¢kach). Po zmrazeni fad ddme do kalorimetra a pockdme kym sa teploty
vyrovnaju. Vysledok ziskame obdobnym postupom ako v (t1.5) s tym, ze do
vypoctu este zahrnieme merné tepelné skupenstvo ladu.

Merna tepelnd kapacita vody — alternativny

postup
Bc™ Beata Hergelova

Na rozdiel od klasickej metédy merania mernej tepelnej kapacity vody po-
mocou kalorimetra pouzijem vari¢. Vari¢ nam poskytuje teplo. Pri vykone P,
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uc¢innosti 7 (ktort nepozname, ale odhadujem ju na 95 %) a ¢ase t sa teplota
zvysi o AT.

Pyt = emAT
_opnt (t1.6)
T AT

Do konvice dam 1 liter vody (z vodovodu) a odmeriam jej teplotu. Zohrie-
vam pri vykone 1 kW a zaznamenédvam ¢asy, kedy dosiahla teplota (25+5k) °C,
kde k €1,2,3,...,11, lebo pri 80 °C uz dochadza k procesu varu.

Priemern4 tepelna kapacita zmerand touto metédou je 4,3kJ - kg=! - K1,
Chyba merania je asi 5 %. Ked zoberieme do tvahy, Ze aj konvica mé tepelnt
kapacitu a jej aéinnost je tiez ,odhadnutd“, chyba je dost velka. Ak pozndme
uc¢innost konvice, metdda je celkom presné, lebo material, z ktorého je konvica,
vela tepla nepohlti.?

Takymto spdsobom sa da zistif aj merné skupenské teplo vyparovania, podla

VZorca
B Q _mly
Tt ot
. P (t1.7)
v m .

Cas meriame od okamihu, ked sa voda za¢ne varit. Pri pokuse sa mozu
vyskytnaf chyby merania spésobené vyparovanim. Preto sa musime snazit,
aby voda zovrela ¢im skor. Ako som uZ spomenula, voda zacina vriet a teda
aj sa intenzivnejsie vyparovat uz pri 80 °C. Co tak porovnat vyparovanie vody
v hrnci s a bez pokrievky?

Pokus: Hrniec bez pokrievky som dala na najvicsi plamen a nechala zovriet
2 litre vody (z vodovodu). To isté som urobila aj s hrncom s pokrievkou. V hrnci
bez pokrievky voda zovrela za 11 minat, v hrnci s pokrievkou za 9 minit. Kedze
hrnce s vodou prijimaj teplo rovnako, pri vareni usetrime

11-9
11

100 % = 22 % energie.

Hrniec bez pokrievky potrebuje prijat viacej tepla, pretoze teplo a vodné para
unikaju z hrnca do okolia. S pokrievkou sa hrniec stava izolovanejSou stustavou
a k tniku tepla nedochadza v takej miere.?

K tniku tepla dochddza aj pri malom priereze hrnca. Plamene mézu $la-
hat pomimo hrnca (potom sa ¢udujeme, preco st hortce uchd) a teplo hrniec
nestihne pohltit. Pri velkom priereze dno hrnca pohlti skoro vSetko teplo.

2 Pozn. red.: Tak ako to je s tou presnostou? Je metdda presné alebo nie?
Aky je vas nazor na autorkine myslienky, podla méjho ndzoru sa navzdjom
vylucujuce?

3 Pozn. red.: Ako zavisi mnoZstvo usetrenej energie na podciatocnej teplote
vody? Kolko uSetrenej energie ide na vrub tepla a kolko na vrub odparenej
vody? Zmeria to niekto?
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Chemické vlastnosti
Mgr™ Alzbéta Pechovd

Kazda latka mé vlastnosti nejen fyzikalni, ale také chemické. o
Proto jsem se rozhodla, ze nékteré chemické vlastnosti vody se 0]
. . s o TN

pokusim popsat, experimentalné urcit nebo ovérit. H

Voda se sklada z molekul HyO, obsahujicich vodik a kyslik.
Molekuly maji strukturovany vzorec, jak je uveden na obrazku. Elektronovy
obal tvori 2 volné a 2 vazebné pary elektroni. Tyto Ctyfi pary elektront se
vzajemné odpuzuji a proto jsou orientovany tak, ze je jejich energie co nejmenst,
proto maji molekuly vody lomeny tvar. Vazby mezi atomy O a H sviraji thel
104,5°.

Vazby ve sloucenindch mohou byt nepolarni, polarni nebo iontové, toto
zélezi na rozdilu elektronegativit* atomd.

typ vazby rozdil elektronegativit

vazba nepolarni <04
vazba polarni 0,4-1,7
vazba iontova > 1.7

Elektronegativita vodiku je 2,2, kysliku 3,5, rozdil 1,3 znamené, ze vazby
v molekulach vody jsou poléarni.

Moldrni hmotnost vodiku je 1g/mol, kysliku 16 g/mol. Molarni hmotnost
vody je potom 18 g/mol. Voda pak obsahuje 16/18 - 100 % = 89 hmotnostnich
procent kysliku a 11 hmotnostnich procent vodiku.

Voda je obsazena ve slouc¢eninach zvanjych hydraty. Provadéla jsem diikaz,
ze v modré skalici (CuSOy - 5H30) se nachézi voda.

Na porceldnovou misku jsem nasypala 11/5 1zicky krystalkt modré skalice
a dala zahtivat nad kahan. Pokud modra skalice obsahuje vodu, méla by se
teplem vypafit. Po 3 minutach bylo pozorovano blednuti modré barvy. Po 5
minutach byla barva zkoumané latky velmi slabé namodrala. Po 8 minutach
byla latka bilé, byly to krystalky CuSQO,.

CuSOy - 5H,0 =219, Cus0,

Po vychladnuti krystalické latky (asi 15 minut) jsem na ni képla nékolik kapek
destilované vody. Voda se siranem médnatym reagovala okamzité®, a barva
krystalkl se vratila k ptivodni jasné svétle modré:

CuSOy4 + 5H;0 — CuSOy4 - 5H,0

4 Elektronegativita je schopnost pfitahovat elektrony sdilené vazbou.

5 Pozn. red.: Ako by ste dokazali, Ze pri tepelnom rozklade dochadza skutocne
k dehydratécii (vypareniu vody) a nie k inej chemickej reakcii?



Dalsim pokusem jsem zjistovala, zda je voda polarni nebo nepolarni roz-
poustédlo.

Nejdfive jsem si zjistila, Ze etanol je rozpoustédlo nepolarni. Z toho jsem
vychéazela a pak jesté z toho, Ze latka se rozpousti bud v rozpoustédle poldrnim,
nebo nepoldrnim. V celém experimentu jsem pouzila tfi latky: modrou skalici,
kuchynskou stl a jod.

V kadinkach jsem si pfipravila etanol a pak v ném rozpoustéla jednotlivé
latky pfi pokojové teploté. Vzdy jsem rozpoustéla 1zicku dané latky. Tento
stejny postup jsem opakovala s vodou.

Vysledna zjisténa rozpustnost:

etanol voda

modra skalice | nerozpousti se rozpousti se
kuchynska sil | nerozpousti se  rozpousti se
jod rozpousti se nerozpousti se

Vzhledem k tomu, zZe se latky rozpustili vzdy pouze v jednom z danych roz-
poustédel dosla jsem k zavéru, ze voda je poldrnim rozpoustédlem.

Méreni veli¢in vody
Mgr™ Radim Pechal

Ve svém piispévku se pokusim navrhnout mozné postupy pii méteni riznych fy-
zikalnich veli¢in vody. Postupy jsem prakticky vyzkousel, ovSem tcelem nebylo
urcit konkrétni hodnotu dané veli¢iny, ale ovéfit, zda je postup realizovatelny.

Vétsinou jsem se snazil pouzivat digitalni ptistroje, které meéri elektrické ve-
li¢iny, jejich vyhodou je relativni dostupnost a témér nulova chyba pri odecitani
hodnot. Jedinou vyjimkou byl osciloskop (viz déle).

Pouzival jsem jak jednoduchy multimetr Range RE830C, ktery zvlada méfit
zékladni veli¢iny a jeho cena je imérna kvalité : -), a potom u nékterych métreni
i multimetr METEX M4650CR, ktery je mnohem luxusnéjsi, jeho méfeni je
presnéjsi a dokaze také prenést své méreni do pocitace. Dale jsem pro méreni
stfidavého napéti pouzival analogovy osciloskop BP 4641. Méfeni jsem provadél
v akvériu (bez rybicek) s destilovanou vodou pro technické tcely (to je ta, co
koupite v drogerii).

Mérny elektricky odpor a teplotni soucinitel elektrického
odporu

vvvvvv

Meérny elektricky odpor je jednou z nejdilezitéjsich elektrickych veli¢in. Obecné
je definovana jako elektricky odpor materidlu o prifezu jeden metr ¢tvereéni a
délce jeden metr. Rezistivita je zavisla na teploté, a proto se méfi pti dané tep-
loté, kterd je 20 °C. (Pro urceni rezistivity pfi jiné teploté se d4 vyuzit teplotni
soudinitel elektrického odporu.) Pomoci rezistivity mtzeme také sestavit tabul-
ku, kde muzZeme urcit zda dany material je vodi¢, polovodi¢ nebo izolant.
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Druh materidlu ~ Mérny elektricky odpor

vodié 107327 107°Q - m
polovodié 107% az 106 Q- m
izolant 108 az 10'® Q- m

Velikost elektrického odporu je dana vztahem

R= Qé , (t1.8)

kde R je odpor materidlu, g je mérny elektricky odpor (té7 se udéva pod nazvem
rezistivita), [ je délka materidlu a S je prifez materialu.

Teplotni soucinitel elektrického odporu udava zavislost elektrického odporu
materidlu v zavislosti na teploté. Je dan vztahem

R =Ry (1+agrAT), (£1.9)

kde Ry je vychozi hodnota odporu materidlu, ar je teplotni soucinitel elektric-
kého odporu a AT je rozdil teplot. Teplotni soucinitel je také zavisly na teploté.
Pokud by tato veli¢ina byla konstantni, tak by pfi ohfati materidlu o AT zvysil
odpor materidlu na R, pfi zpétném zchlazeni o AT by byl vysledny odpor nizsi
nez puvodni, a takto bychom pf¥i ohfivani a zchlazovani mohli dostat zaporny
odpor, coz je v podstaté zdroj. Matematicky: nejdfive ohfejeme odpor, a jeho
odpor stoupne na R;, pak odpor ochladime na ptivodni teplotu, a dosdhneme
odpor Rs:

R, :R0(1+OLRAT), RQZRl(lfotRAT),
Ry = Ro(l — OéRAT) . (1 + OéRAT) = Ry (1 — (CYRAT)2) < Ry.

Méfeni jsem provadél v jiz zminéném akvariu. Nejdiive jsem koupil v ob-
chodé se soucdstkami dvé cuprextitové desky (ty se obycejné pouzivaji na vy-
robu plosnych spoji, jedna se o plastovou desticku, na které je nanesena vrstva
médi), ty jsem sefizl na potfebnou velikost tak, aby mi desky zakryly dvé pro-
tilehlé strany akvaria. Potom jsem k nim pripajel pfivodni vodic¢e a nalil do
akvaria vodu. M4 predstava byla takova, ze nejdrive zméfim odpor vody nalité
v akvériu a potom ze znamych rozmeért akvaria vypocitdm mérny elektricky
odpor. Pfipojil jsem vodice, které jsem mél vyvedené z akvaria, na multimetr
a ocCekaval jsem, Ze odectu odpor, ovSem po zapnuti se hodnota odporu zacala
ménit. Nakonec jsem usoudil, Ze vlivem necistot dochéazi prtichodem proudu
k elektrolyze. Takze se tato metoda neukézala jako spravni. Abych omezil
elektrolyzu rozhodl jsem se, Ze budu mérit elektricky odpor ne prichodem stej-
nosmérného proudu, ale pomoci stfidavého. To mé vedlo k myslence vyuzit
upraveny tzv. Wheatstontv mustek (viz obr. t1.1).
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Na napéjeci svorky privedu st¥idavé napéti
o frekvenci napi. 1 KHz, ota¢im s potenciome-
trem R4 do té doby, nez se mi podafi nasta-
vit na voltmetru nulové napéti. Jakmile se mi \
to podari, je velikost odporu proménného re- ~‘U g
zistoru stejnd jako velikost odporu méfeného e
materidlu. Vzhledem k tomu, Ze chovani st¥i-
davého voltmetru v multimetrech pfi frekven-
cich kolem 1KHz mi pfislo nestandardni, na-
hradil jsem voltmetr osciloskopem. Nevyhodou
je fakt, Zze na osciloskopu mizeme mérit s pres-
nosti asi £10 % a méfeni kolem 0V zkresluje ruseni, ovSem vyhodou je, Ze na
obrazovce osciloskopu lze snadnou rozpoznat, zda méreny prvek neni fazove
posunout (zda se nechova jako civka nebo kondenzator). To se u méteni vody
neprojevilo. Pokud se bude elektricky odpor mérit pfi raznych teplotach, Ize
pomoci téchto méreni a uvedenych vztaht urcit teplotni soucinitel elektrického
odporu.

R R

S

Rd vzorek

Obr. t1.1 — Wheatstoniv mustek

Pomérna permitivita

Pomérna permitivita e, udava, kolikrat je celkova permitivita vétsi nez je per-
mitivita vakua (g9 = 8,854 187 - 10712 F/m). Na permitivitu se mfizeme divat
jako na mérnou elektrickou vodivost izola¢niho materialu:

S S
C=¢ 7 =oEr (t1.10)

Meéreni jsem provadél opét v akvariu. Z jiz zminénych cuprextitovych desek
jsem vytvoril kondenzator tak, Ze je rovnobézné spojil pomoci distan¢nich
sloupkt. Desky jsem ponofil do destilované vody a méril kapacitu vyrobeného
kondenzatoru. K meéfeni jsem vyuzil pfistroj METEX M4650CR, ktery ma

v sobé zabudovany méri¢ kapacit. Pokud by nékdo nemél méri¢ kapacit, lze
jej nahradit Wheatstonovym miistkem.® Pomérna permitivita lze potom uréit

6 Pozn. red.: Ale misto nastaveni nulového napéti na voltmetru musime hledat
takovou hodnotu Rq4, kdy bude amplituda napéti na obou svorkach voltmetru
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z néasledujicich vztaht:
1

wy/2RRq + R?’

l

!
"~ CS  27fS\2RRq+ K2’

kde f je frekvence pfipojeného zdroje, R4 je elektricky odpor potenciometru,
S je plocha cuprextitovych desek, [ je vzdalenost cuprextitovych desek.

Toto méfeni se ovSem také neosvéddcilo, nebot vzhledem k malému elektric-
kému odporu destilované vody, byly hodnoty hodné zkreslené. Pouziti Wheat-
stonova mustku je z divodu fazového posunu velmi problematické.

Dalsi moznosti bylo nejprve zméfit kapacitu kondenzatoru ve vzduchu. Po-
tom jsem jej polozil do akvéaria (plochou desky na dno) a zacal pfilévat vodu,
stale jsem sledoval hodnotu kapacity kondenzatoru. Ta postupné stoupala. Si-
tuaci si mtizu predstavit tak, ze jsem meél dva sériové zapojené kondenzatory,
jeden mél vzduchové dielektrikum, vliv tohoto kondenzatoru se vzristajici hla-
dinou klesé, druhy mél vodni dielektrikum, vliv tohoto kondenzatoru naopak
neustale roste. Pockal jsem tedy do chvile, kdy mi hodnoty kapacity razantné
klesly (to byl okamzik, kdy voda propojila obé desky kondenzétoru). Vzhledem
k tomu, Ze vzduchovy kondenzator byl k vodnimu pfipojeny sériové, zanedbal
jsem jej, a jako kapacitu vodniho kondenzatoru jsem vzal posledni ,rozum-
nou* naméfenou hodnotu. K tomuto méfeni se mi vyborné osvédcil pristroj
METEX, ktery ma moznost vystupu do PC, kde jdou zaznamenavat naméfené
hodnoty.

Nevyhodou této metody je pomérné nepfesnost a zdlouhavost metody.

e T i —_—

(t1.11)

EQEr = €

Mérna tepelnd kapacita

Meérna tepelna kapacita udava mnozstvi tepla, které je tieba dodat 1kg mate-
rialu, aby se zahtal o jeden stupern:

E =cmAT. (t1.12)

stejné (pFicemz tato napéti nejsou ve fazi). To je prakticky dost obtizné zmé-
fitelné, takze pro méreni kapacit se vétsinou pouzivaji trochu jiné mistky —
misto odporu se ve vétvi se vzorkem pouzije kondenzator o znamé kapacité a
potom se opét hleda nulové napéti zménou Ry.
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Jako zdroj tepla jsem se rozhodl pouzit topné télisko reprezentované vykono-
vym, teplotné stabilnim rezistorem. Na ném se bude preménovat elektricka
energie na tepelnou

E=Pt, E=Ult.
Takze mizu dostat vztah pro konecny vypocet mérné tepelné kapacity

Ult
= ——. 1.1
©T AT (61.13)

Vzhledem k tomu, ze vykonovy rezistor bude pravdépodobné v fadu desitek az
stovek ohmiti, mélo by se pfi zapojovani voltmetru a ampérmetru volit zapojeni
pro malé hodnoty rezistori (obr. t1.2).
Nejdiive jsem chtél mérit v akvariu, to jsem poz-
“es . . oy . ‘x A
déji zavrhl, protoze by se mi do méfeni vnasela chyba g\

z divodu ohfevu stén. Volil jsem proto jinou cestu,
z polystyrénovych desek jsem za pomoci tavné pistole
a lupénkové pilky vytvofil ,polystyrenové akvarium®.
Do této nadoby jsem umistil dva vykonové rezistory,
které snesou vykon az 10 W. Potom jsem do ,akvaria“
nalil vodu z vodovodu. Vodu jsem ptikryl deskou z po-
lystyrénu, ve které byly dva otvory pro teplotni sondy digitalniho teplomeéru.
Desku jsem prilepil tavnou pistoli ke krabici. Tim byla technicka ¢ast hotova.
Nyni uz jen stacilo pfipojit zdroj, voltmetr a ampérmetr a zacit mérit. K meé-
feni jsem pouzival digitalni teplomér Commeter, ktery ma moznost ukladat
hodnoty do paméti pristroje a potom je zobrazit na PC, takze se dalo mérit
celé hodiny. :-)

A%

—® — @—
~

Obr. t1.2

Pouzita literatura:
Elektrotechnologie I; Maly, Z. Simersky M., SNTL 1990;
Elektrotechnicka méteni I; Fiala M., Vrozina M. Hercik J., SNTL 1981;
Matematické, fyzikalni a chemické tabulky pro stfedni skoly; Mikul¢ak J.
a kolektiv, Prometheus 2003.

Bzuco
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Téma 2 — Konstrukéni Glohy v prostoru

Opsané a vepsané kulové plochy
Doc™ Tereza Klimosova

Opsané kulové plochy

Kulova plocha neboli koulice je jednoznac¢né urcena ¢tyimi body, které nelezi
v jedné roviné. Z toho plyne, Ze koulici mtuzeme opsat kazdému cétyfsténu, a to
nasledujicim zptsobem:

e Stied koulice S musi byt ve stejné vzdalenosti od vSech ¢tyf bodu (A,
B, C, D).

e Mnozinu bodt X, pro které plati |[xA| = |xB|, je rovina p, pro niz
|pA| = |pB| a p L AB (rovina soumérnosti tsecky AB).

® Najdeme-li tedy pro kazdou dvojici bodu rovinu soumérnosti, prisecik
téchto rovin mé od vsech bodi stejnou vzdalenost, je tedy hledanym
stfedem koulice opsané ABCD.

Vlastni konstrukce

1) Hy; Hy(A,r), r > |AB|/2
2) HQ; HQ(B,’I")

3) k, k:HlﬂHg

4) p;kCp

Prisecik téchto rovin skutecéné existuje, protoze pro body priiseénice rovin
soumérnosti AB a AC plati, ze | X A| = | XB| = | XC| = jsou to tedy i body
roviny soumérnosti BC'. Pro prisecik S této prisecnice s rovinou soumérnosti
AD pak plati, ze |SD| = |SA| = |SB| = |SC]|, S je tedy rovnéz bodem rovin
soumérnosti BD a CD (a jelikoz D ¢ ABC, rovina soumérnosti AD nemtize
byt rovnobéznd s prisecnici, jejich priseéikem je tedy pravé jeden bod).

Konstrukce koulice je pak ziejma H (S, |AS|).

Lze-li télesu s vice vrcholy opsat koulici, udélame to jednoduse tak, ze zkon-
struujeme koulici opsanou pro libovolné ¢tyti z jeho vrchold, jez nelezi v jedné
roviné. Pokud zbylé vrcholy na koulici nelezi, télesu se koulice opsat neda.

Vepsané kulové plochy cCtyrsténu

Stied koulice vepsané musi mit stejnou vzdalenost od vsech stén télesa.
Mnozinu bodi, které maji stejnou vzdalenost od dvou ruznobéznych rovin

a a (3 jsou roviny p a o, pro které plati (a« N 3) C p (resp. o) a |[Jap| = |4 0p]

(resp. |[Sao| = |4 B0o]) (p a o jsou trojrozmérnym ekvivalentem osy thlu).
Vlastni konstrukce:

L)ppeans
2) ALy
3)0;0€epnA
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) H; H(O,r), r je libovolny

) A A A A e HNan A

) B,B'; BB e HN AN A

) Hyi,Hi; Hi(A,r"), Hi(A',r"), ' >r
)

)

)

Hy, HY; Ha(B, 1), HY(B',r")

10) o; (HLNH)) Co

Zkonstruujeme-li pro kazdé dvé stény (roviny) télesa tu z rovin p, o, jejiz
prunik s vnit¥ni ¢asti télesa neni prazdny, ziskdme ¢étyri roviny, pro jejichz
priseéik S plati [Sa| = |SB| = | S| = |96, je tedy od vSech stén stejné daleko.
Nasli jsme st¥ed koulice vepsané, jeji konstrukee je jiz jednoducha H (S, |Sal).

Angwin

Téma 5 — Postavte si radio

K tomuto tématu zatim prisla dvé feseni. Bc™ Kristinka Koval¢ikova poslala
popis jednoho zapojeni a trochu teorie. Karolina Janikova ndm poslal néco
o historii radia a trochu teorie. \ /

Praxe

Bc™ Kristinka Kovaléikova popisuje pfijimac zapojeny podle
schématu na obrazku t5.1. Sluchatko bylo z telefonu, k uzem-
néni byl vyuzit radidtor a anténa méla délku asi 2 metry. S timto SZ
zapojenim bylo mozné slySet tiSe nejsilnéjsi stanici. (Autorka
je ze Ziliny a uvedla, Ze pfijimana stanice vysila na frekvenci
567 kHz.)

Jak se uvedené zapojeni lisi od zapojeni v zadani? Je v né-
¢em lepsi? —
Obr. t5.1

Rozhlasové vysilani

Dale uvadime souhrn toho, co ndm poslala Bc!™ Kristinka Kovaléikova.
Autorka uvadi frekvenéni rozsahy pro pasma, ve kterych se provozuje roz-
hlasové vysilani:

dlouhé vlny | stiedni viny | kratké viny | velmi krétké viny
150-285 kHz | 525-1605 kHz | 5.95-26.1 MHz|  66-107 MHz
2-1km 570-190 m 50-11m 4,5-2,.8m

vvvvv

je mozné zachytit vysilani i na velké vzdalenosti. Navic v noci se stredni viny
odrazi i od ionostéry, ¢imz se zvét$i dosah (béhem dne je ionosféra pohlcuje).
Kratké viny se mohou na vétsi vzdalenosti $ifit odrazem od ionosféry (i néko-
likandsobnym). VKV uZ ionosféra vétsinou neodrazi.

V prvnich tfech pdsmech se pouzivd amplitudovad modulace (AM), v padsmu

velmi kratkych vin pak frekvenéni modulace (FM).



et XI5 15

Amplitudovd modulace vznikne sloZenim zékladniho signélu (nosné), ktery
mé stalou frekvenci a amplitudu, se signdlem, ktery chceme prenédset (vysilana
fe¢, hudba, ...). Vysledny signal vznikne sloZenim (soucinem) nosné vlny a
okamzité velikosti signalu, ktery chceme prendset. Nosnd vlna méa mnohem
vétsi frekvenci, nez zvuky, které nas zajimaji, takze vysledkem je, ze prenaseny
signal tvori ,,obalku“ nosné (upravuje jeji amplitudu).”

K ,dekédovani“ AM signalu potiebujeme detektor. Tim je v uvadénych
zapojenich dioda.

Frekvencéni modulace nechava konstantni amplitudu a podle vysilaného sig-
nalu se upravuje frekvence nosné. Pro rozhlasové vysilani s FM modulaci navic
existuje specifikace stereofonniho vysilani. (V padsmech s AM modulaci se vysila
pouze monofonni signal.)

Rezonanéni obvod a anténa
Jak pise Bc™ Kristinka Kovaléikova, efektivni odpor civky je pfimo tmérny
frekvenci prochazejicitho proudu. Naopak odpor kondenzatoru je frekvenci ne-
pfimo tmérny. Signal prilis nizké frekvence tedy projde skrz civku do zemé a
signal prilis vysoké frekvence projde obdobné pres kondenzator. Pro frekvenci,
na kterou je obvod naladén, je celkovy odpor civky a kondenzatoru nejvétsi a
signal jde skrz sluchatka.®
Anténa je sama o sobé také rezonanénim obvodem,
chové se jako odpor, civka a kondenzator, zapojené v sé-
rii. Odpor je pfiblizné tzv. vyzafovaci odpor, na kterém
v pripadé pfijmu ,,vznikd“ napéti. Indukénost a kapacita

antény pak urcuji frekvenci, na které bude mit anténa :D
minimalni odpor a nejlepsi prijem. Kombinace vlastnosti
antény a rezonanc¢niho obvodu pak tvori vyslednou cha- A4 AJ4

A4

rakteristiku pfijimace.

Typy antén

Nésledujici text vychazi z pfispévki BeM™ Kristinky Ko-
valéikové a Karoliny Janikové.

Jednou z typickych antén je dipdl (obr. t5.2, A je vlnova délka signélu).
Miuze mit podobu dvou ty¢i, mezi kterymi je umistén pfijimac, anebo lze jednu

Obr. t5.2

" Pozn. red.: Aé&koliv by se mohlo zdat, 7e v tomto piipadé vysilame signal
s jednou frekvenci, neni tomu tak. Pokud bychom si jej rozlozili do frekvenc-
niho spektra, bude ponékud ,,roztahly“ na obé strany od frekvence nosné. To
je zpusobeno casové proménnou modulaci amplitudy nosné. Pokud se o tom
chcete dozvédét vice, najdéte si néco o Fourierovych fadach a Fourierové trans-
formaci.

8 Pozn. red.: Fakt, e jsou sluchatka zapojena paralelné k LC obvodu, zname-
na, ze jej nevhodné zatézuji, a ¢im nizsi je odpor sluchatek, tim hiife se obvod
dostane do rezonance. Proto jsou vhodna vysokoimpedanc¢ni sluchatka, anebo
je misto nich mozno pouzit zesilovac s vysokym vstupnim odporem.
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ty¢ nahradit dostateéné velkou vodivou plochou (t¥eba zemi), ¢imz ziskdme
anténu v podobé jednoho dritu a uzemnéni.

Rezonanc¢ni frekvence dipdlové antény je dana jeji délkou. Pro dipdlovou
anténu naladénou na dlouhé nebo stiedni vlny bychom potfebovali nékolik
stovek metri dratu, coz je ponékud nepohodlné. Anténa samoziejmé dokaze
prijimat i jiné frekvence, nez je jeji rezonanéni (nakreslete si zavislost impedance
RLC obvodu na frekvenci), ale ne tak dobfe. Proto plati, Ze ¢im delsi anténa,
tim lépe.

Dipdlova anténa se v praxi casto pouziva pro prijem VKV a televizniho
vysilani, kde je potfebna délka pod dva metry.

Pro ptijem dlouhovinného vysilani se vétsinou v praxi pouzivaji antény ma-
jici podobu uzaviené smycky (budto jako rdm ve volném prostoru, anebo civka
s feromagnetickym jadrem). Pokud se k takovéto anténé pfipoji paralelné kon-
denzator, mtzeme ziskat rezonanci i pro dlouhé vlny pfi zachovani rozumné
malych rozmérta antény. Urcitou nevyhodou takovychto antén je pomérné vy-
soké selektivita, takze na ni lze zachytit jen vysilani na frekvencich blizkych
jeji rezonanci, a anténu je tedy potfeba vyladit.

K témto anténdm nam zatim mimo zminéni jejich existence nic jiného ne-
prislo, takze jejich problematiku ponechdme pro vase dalsi prispévky.

Trocha historie

Stru¢ny historicky prehled nam poslala Karolina Janikova.

Prvni bezdratovy prenos uskutecnil roku 1895 italsky elektroinzenyr Gug-
lielmo Marconi. V roce 1896 pfenesl signdly na vzdalenost 1,6 km. V roce 1896
si nechal svij vynalez patentovat a roku 1902 uz se pravidelné posilaly zpravy
pres Atlanticky ocean.

Prvni prenosy byly uskutecnény pomoci dlouhych vln. Po prvni svétové
valce se Marconi zacal vénovat i vyzkumu kratkovinného vysilani, kde se mu
predevsim podarilo dosahnout vétsi smérovosti vysilani. Kromé vynalezu a roz-
§ifeni radiové komunikace zkoumal také Sifeni radiovych vin a jejich odraz od
ionosféry.

Nékteré zdroje uvadi jako vynalezce radia ruského fyzika Alexandra Stépa-
novice Popova. Ten roku 1895 predvedl pfistroj pro zachytavani atmosferickych
vyboju, coz byl vlastné radiovy pfijimac¢. Postupnym zdokonalovanim dosahl
roku 1899 spojeni na vzdéalenost 46 kilometri. Nicméné pokusy byly Ruskou
vojenskou spravou utajeny a o patent pozadal az roku 1899.

Roku 1933 ziskal Edwin Howard Armstrong patent na systém frekvenéni
modulace. Ta umoznila vysilani s vyssi kvalitou a odolnosti proti ruseni.

Marble

Téma 6 — Laplaceovska sit

Tohoto tématka se zhostili dva Tesitelé — jeden teoretické a jeden praktické
¢asti. Skoro jako by se domluvili.
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Teorie
Mgr* Ondfej Bilka spravné rozresil vsechny tfi teoretické otazky — prvni vlast-
nost ziskdme snadno poscitanim rovnic které museji hodnoty v aktivnich bo-
dech splnovat, druha plyne z toho, ze primér nemtize byt vétsi nez vSechny
hodnoty, z nichz je vytvoren, a ivahy o souvislosti sité, a tfeti plyne z druhé
sporem.

Praxe

Peter Peresini se naopak tlohy zhostil z praktického hlediska a vytvoril pro-
gram v Delphi pro feSeni a vizualizaci DDLU. Spravné odpozoroval, ze me-
toda Gauss-Seidelova je rychlej$i nez metoda Jacobiova (asymptoticky nékdy
a7 dvakrat rychlejsi) a Ze obé metody jsou pomérné pomalé. Pro experimen-
tovani s relaxa¢nim parametrem si bohuzel zvolil metodu Jacobiovu, ktera je
pro tento ucel zcela nevhodna. Gauss-Seidelova metoda s vhodnym relaxa¢nim
parametrem (tzv. SOR) obycejné zrychli konvergenci velmi podstatné.

Petrova metoda

Peter naopak navrhl vlastni metodu feseni DDLU vychazejici z fyzikalni pred-
stavy, ze kazdy bod bude mit kromé své hodnoty jesté i rychlost zmény. Rozdily
mezi hodnotou v bodé a primérem hodnot sousedt (které v presném FeSeni
vymizi) pak budou ovliviiovat tuto rychlost (tedy udélovat zrychleni). Metoda
vyzaduje dva parametry: koeficient zrychleni ¢ > 0 a tfeni 1 > f > 0. Pfi
optimalnim ru¢nim nastaveni téchto parametri (¢ = 1, f = 0,02) byla tato
metoda na Petrové tloze zhruba 22-krat, resp. 30-krat rychlejsi nez metoda
Gauss-Seidelova, resp. Jacobiho. Mohla dokonce soupefit se zminénou SOR
s optimalnim relaxaénim parametrem (ktery se v Petrové tiloze pohyboval okolo
hodnoty w = 1,97, opét pfi ruénim ladéni) — ta je na této tloze jen asi 2,5-krat
rychlejsi, coz je velmi pékny vysledek. Na podporu Petrovy metody je také
nutné poznamenat, ze ackoliv pouzivd nezanedbatelné mnozstvi paméti a vy-
poc¢ti navic oproti SOR, podstatné snaze se paralelizuje. Nevyhodou je naopak
zase nutnost vyladit dva parametry oproti jednomu. Ve skutec¢nosti neni ruc¢ni
ladéni obycejné moc realné, postupuje se bud na zdkladé predchozich zkuSe-
nosti, nebo pomoci ruznych automatickych postupt vychazejicich opét z teorie
(a ta neni trivialni).

Optimalni parametry

Zpravidla se to déla tak, ze se zac¢ina pocitat Jacobiho metodou, a podle rych-
losti jeji konvergence se odhadne tzv. spektralni polomér konvergencni matice
p(B), ktery udava rychlost konvergence (je vzdy kladny, a ¢im mensi, tim lépe).
Casto lze (za ur¢itych predpokladit) odvodit analyticky vztah mezi p(B) a p(L),
spektralnim polomérem konvergencni matice skutecné pouzité metody — pak
se parametry stanovi tak, aby bylo p(L) co nejmensi. Pomérné komplikovanou
analyzou by bylo moZné odvodit, Ze pro Petrovu metodu plati, Ze jeji spektralni
polomér p(P) je feSenim kvadratické rovnice

p(P)? = p(P)[2 = f —c(1 = flp(B)| + (1~ f) =0
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a bylo by potfeba optimalizovat koeficienty tak, aby absolutni hodnota feseni
byla minimdlni (jsou dvé, a jako na potvoru to bude zrovna to s vétsi absolutni
hodnotou). Tento vztah plati ovSem jenom pro ur¢ité ,rozumné“ hodnoty f,c
Fici, ze uvedend rovnice je transformadni vztah pro celé spektrum matice B).
I v tomto pfipadé vsak optimalizace parametri f a ¢ je velmi komplikovana
zélezitost — minimum by asi bylo 1épe hledat numericky. Pro srovnani, optimélni
parametr w pro SOR je za urcitych predpokladt dan pfesné vztahem

2
Wy = ———————
1+ /1— p(B)?

a spektralni polomér matice je pak roven

B p(B)
““”(u\ﬁ—aﬁv>'

Nékolik pozndmek zavérem

Asymptoticky optimalni parametr nemusi byt nejlepsi zpocatku a miize konver-
genci dokonce velmi zpomalit. Jeden z postupti, které to fesi je tzv. Cebysevova
akcelerace. Staciondrni linedrni metody (vSechny vySe uvedené) jsou postupné
zcela vytlacovany nelinedrnimi a nestacionadrnimi metodami. Pfesto maji stale
vyznam zejména jako tzv. pfedpodmiriovace a také pro nesymetrické systémy
(systém rovnic DDLU je symetricky).

Reseni uloh

Uloha 3.1 — Kombinatoricka tabulka (5b)
Zadani:
Necht je a;j, i=1,...,m, j=1,...,n tabulka. Provedeme s ni takovouto transformaci:
a,, = u . U (=) F) g, rl.1
(1) () o
=1, n
prou=1,....m,v=1,...,n kde (Z) je kombinacéni ¢islo a nad b (klademe nula pro a < b).

Dokazte, Ze tato transformace aplikovand dvakrdt na stejnou tabulku ji nezmeéni — jinymi slovy,
je sama k sobé inverzni. MuZete se pokusit tvrzeni analogicky rozsitit i na vicedimenziondlni
tabulky.

Reseni:

Reseni, které si ukdzeme, je docela jednoduché, ale vyzaduje uréity ,védecky“
nahled na véc — je to typicka ukazka zpusobu, jakym je matfyzak ucen pre-
myslet o problémech. Mé&jme nasi tabulku m x n realnych ¢isel. (V zadéni toto
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nebylo specifikovano, a pro feseni tlohy to neni podstatné. Dukaz bude stejné
nebo velmi podobné fungovat pro ¢isla celd, racionalni, nebo komplexni, p¥ip.
i polynomy, zkratka libovolny okruh.)

Mame zadan urcity predpis, ktery nam z této tabulky vyrobi jinou tabulku
m X n realnych c¢isel. Odborné se 7ika, ze mame zobrazeni. Oznacime si ho
F a dale si ozna¢ime T mnozinu vSech tabulek m X n redlnych ¢isel. Mame
zobrazeni na mnoziné T, coz se zpravidla znac¢i F: T — T. Prvni véc, které je
tfeba si v§imat, je, zda zobrazeni neni linearni. Co to znamena? Vsimnéte si,
Ze na mnoziné T lze prirozenym zplisobem zavést sc¢itani tabulek a nasobeni
tabulky realnym cislem. Tabulky seCteme prosté tak, Ze seCteme odpovidajici si
policka, a vynasobime ji redlnym cislem tak, Ze vynasobime jim kazdé policko.
Navic takto zavedené séitani a nasobeni splnuje spoustu péknych, ptrirozenych
vlastnosti, které bychom od séitdni a nasobeni ocekavali (nebudeme si je vy-
jmenovévat, neni to nutné). Odborné se ¥ika, ze mnozina T s témito dvéma
operacemi tvofi vektorovy prostor (té7 linedrni prostor) nad télesem redlnych
c¢isel. Kdyz tedy mame séitani a nasobeni redlnym ¢islem, pak o zobrazeni F'
fikdme, Ze je linearni, kdyz splituje pro kazdé dvé tabulky A,B € T

F(A+ B)=F(A)+ F(B),
a déle pro kazdou tabulku A a realné ¢islo r
F(r-A)y=r-F(A).

Jinymi slovy, kdyz nejprve secteme tabulky, a pak provedeme na vysledek nasi
transformaci, dostaneme totéz, jako kdyz nejprve obé tabulky ztransformujeme
a pak teprve sec¢teme. Podobné s nasobenim. Tyto vlastnosti jsou v zasadé
trividlni, ale d4 se na nich vybudovat neuvéfitelné (tedy, pro nezkuSeného)
rozsahla teorie.

Co bychom chtéli vlastné dokazat? Mame dokazat, ze pro kazdou tabulku
A € T plati F(F(A)) = A. Muzeme znacit G(z) = F(F(z)), kde opét G:T — T
je zobrazeni na T'. To ale neni vSechno. Snadno je podle vysSe uvedenych vlast-
nosti linedrniho zobrazeni vidét, ze G je opét linearni (toto plati obecné —
slozeni linedrnich zobrazeni je linedrni). Chceme tedy dokézat, ze G(A) = A
pro kazdou tabulku A € T. Pfedstavme si, Ze jsme toto tvrzeni dokazali pro
tabulku X. Snadno si rozmyslite, ze pro tabulky tvaru r - X, kde r € R, uz
pak odtud plyne. Pokud jej dokazeme jesté pro tabulku Y, pak jiz plati i pro
X +Y,adokonce pror- X +s-Y, kder,s € R.

Dovedeme tuto myslenku do disledku a vybereme si takovy systém co nej-
jednodussich tabulek, aby se z nich postupnym sé¢itanim a nasobenim realnymi
¢isly (odborné se ¥iké linedrnimi kombinacemi) daly vygenerovat vSechny ta-
bulky z T'. Ucené se fikd mnozinu generatori. Snadno nakoukneme, ze takova
pfirozend mnozina generatord jsou ty tabulky, které maji v jediném policku
jednic¢ku a v ostatnich nuly. Vezméme tedy tabulku, kterd mé jedinou jednicku
v k-tém fadku a I-tém sloupci, Cili A s prvky a;;, kde a;; =1 proi =k, j =1,
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jinak a;; = 0, kde k, [ jsou libovolna ¢isla, 1 < k < m, 1 <1 < n. Snadno
nahlédneme, 7e tabulka B = F'(A) (tedy po prvni transformaci) mé pak velmi
jednoduchy tvar, nebot vSechny ¢leny v sumé na pravé strané (rl.1) jsou nulové,

az na jediny. Bude ' '
[ J (k+1)
o . (=1

a pro tabulku C = F(B) tedy vychéazi

Cuv = 1-:12 <1;) . (j) =1y (Z) , <?) (1)

coz lze prepsat jako

e 2[00 6)- ()]

i=1,...,m
j=1,...n

a tudiz s vyuzitim distributivity nésobeni (prvni zédvorka zavisi jen na indexu 4

a druha jen na j)
X (5)() o]

B OO 5,

vvvvv m

Nyni stac¢i nahlédnout, Ze vyraz v prvni zavorce je roven jedné pro u = k,
jinak nule. (Vyraz v druhé zévorce je totéz v jinych proménnych. VSimnéte si,
Ze je to vlastné tvrzeni analogické ptivodni tloze, jen pro jednodimenzionélni
tabulku, tedy posloupnost. Stejnym zptsobem by se dikaz zredukoval na 1D
pfipad i pro vicedimenzionalni tabulky.) To je zfejmé pro u < k (vzpomerite si,
jak jsme rozsifili definici kombina¢niho ¢isla v zaddni tlohy). V opaéném pii-
padé, jak asi tusite, pouzijeme binomickou vétu, k ¢emuz potfebujeme vztah

() ()= (20) (3):

ktery si snadno ovéfite rozepsanim prislusnych kombinac¢nich ¢isel pomoci fak-
toridla (a plati trividlng i pro u < k). Takze méame (index ¢ sta¢i projit od k
do u, ostatni ¢leny jsou nula).

=)= () 2 () o

..... u i=k,...,u

- (Z)(l —1)u k= 0.

Odtud plyne, Zze ¢y, = 1 pro u = k, v = [, jinak ¢y, = 0, coZ je pfesné
vyjadfeni nasi ptivodni elementarni tabulky s jedinou jednickou. Tim, jak jiz
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vime, je dikaz zakoncen. VSimnéte si, jak ndm linearita F' umoznila fesit lohu
jen pro jednoduché pripady a z nich ,poskladat“ obecné fesSeni, zatimco vztah
v plné obecnosti by bylo tézké i jenom napsat. Linedrni zobrazeni (a linedrni
prostory) se vyskytuji velmi Casto a vyuziti jejich obecnych vlastnosti vam
muze usSetfit dost prace. S trochou cviku staci jen ,mrknout®, zda neni dana
vlastnost, Gprava atd. linearni, a tedy zda se s ni neda vypofadat timto obecnym
zpusobem.

HighFEqq

Uloha 3.2 — Sachovnice (4b)

Zadani:
Je ddna Sachovnice 8 x 8. Zjistéte, zdali je mozné tuto Sachovnici vydlazdit pomoci kostky ve
tvaru ¢tverce 2 X 2 a patndcti kostek ve tvaru pismene ,L“ (ze ¢tyr étverci).

Reseni:
Trik, kterym bylo mozné vyftesit tuto tlohu, spocival ve vhodném obarveni
Sachovnice.

Pole sachovnice obravime ¢ervené a zelené (barvy). Cervend pole rozdélime
na karminové ¢ervena a vinové ¢ervend, zelena na limetkové zelend a olivovée ze-
lené (odstiny) tak, Ze odstiny v lichych sloupcich budou karminové a limetkové
a v sudych sloupcich budou vinové a olivové.

Ctverec 2 x 2 zabere od kazdého odstinu pravé jedno policko a polozena ,,L“
kosticka zabere dvé Cervené a dvé zelené, pricemz v jedné barvé jsou odstiny
rizné a ve druhé stejné.

Kosticku typu ,,L“ kterd pokryva dva rizné odstiny zelené barvy, budeme
nazyvat zelenou, a kosticka, kterd pokryva dva rtzné odstiny cervené barvy,
bude cervena. Pocet kosticek ve tvaru ,L* je lichy, proto musi existovat lichy
pocet kosticek jedné barvy a sudy pocet kosti¢ek druhé barvy. Z toho plyne, zZe
i pocet zastoupeni kazdého odstinu jedné barvy je lichy, a opa¢né barvy sudy,
coz je spor, protoze vSechny odstiny jsou na Sachovnici zastoupeny stejné.

Angwin

Uloha 3.3 — Skrz kvadr (3b)

Zadani:

Meéjme kvadr slozeny ze 74 088 jednotkovych krychlicek, jehoZz rozmeéry jsou 63x42x28. Udélame
do néj velmi tenkou diru primo z jednoho vrcholu do protilehlého. Kolik malych krychlicek bude
provrtanych?

Reseni:

Ulohu $lo bohuzel pochopit dvéma zptisoby — je kosti¢ka provrtana, prochazi-li

dirka jen jejim rohem (¢ hranou)? Vyfesime obé varianty, nejprve tu, Ze neni.
Nejprve si je tfeba v§imnout, ze kdyZ jsou vSechny rozméry (a, b, ¢) délitelné

Cislem k, lze toto fesit jako k oddélenych (shodnych) dloh s rozméry (a/k, b/k,

c/k).
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Nejsou-li, pak jsou bud po dvou nesoudélné — tehdy bude provrtano pravé
a + b+ ¢ — 2 kosticek, pii vrtani se totiz pti prechodu do jiné kosticky zmeéni
jen jedind soufadnice, a tyto se méni od (1,1,1) do (a,b,c), toto plyne z ne-
soudélnosti —aby t-a € NAt-beN;t € (0,1), musi a a b byt soudélna.

Jsou-li néjak po dvou soudélné, mizeme pouzit podobnou tvahu, ale mu-
sime odeéist zmény soutadnic, ke kterym doslo zaroveri (a proto projdu méné
kosti¢ek). Zaroveti se soufadnice méni jen po dvou, po tfech uz nemohou, a a b
se soucasné zméni [NSD(a, b) — 1]-krat, podobné pro a, ¢ a b, c. Dohromady

a+b+c—2—[NSD(a,b) — 1] — [NSD(b,c) — 1] — [NSD(b,¢) — 1] =
=a+ b+ c—NSD(a,b) — NSD(a,c) — NSD(b,c) + 1,

coz odpovidé i pfipadu, ze jsou vSechna nesoudélna.
Jesté slozime s k:

kEla/k+b/k+c/k+1—NSD(a/k,b/k) — NSD(a/k,c/k) — NSD(b/k, c/k)] =
=a+b+c+k—NSD(a,b) — NSD(a,c) — NSD(b, c) ,

kde k = NSD(a, b, c). Vlastné jsme se na to mohli od za¢dtku divat jako na
a + b+ ¢ — 2 provrtanych kostek a odecist ty provrtané dvojzménou, ale pak
jesté znovu pricist trojzmény, které jsme odecetli i za kazdou dvojzménu, to ale
neni na prvni pohled tak prithledné. Toto po dosazeni vyjde

424+284+63+7—21—-7—-14=098.

Budeme-li pocitat i jen ,,poskrabané“ kosticky, musime v prvnim kroku pfi
déleni k ptipodist 6(k — 1), protoze z okolnich 8 kosticek vrcholu jsme zatim
zapocetli jen 2. I za kazdou dvojzménu je tieba pripocist 2 kosticky, nebot ze
CtyT okolo hrany jsme zapocetli jen 2.

Tedy vyjde

a+b+c+k—NSD(a,b) — NSD(a,c) — NSD(b,c) + 6(k — 1) +
+ 2k [NSD(a/k,b/k) — 14 NSD(a/k,c/k) — 1+ NSD(b/k,c/k) — 1] =
=a+b+c+k—6+NSD(a,b) + NSD(a,c) + NSD(b,c) .

Toto po dosazeni vyjde 176 provrtanych a poskrabanych kosticek.
Gavento
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