Studentsky matematicko-fyzikalni casopis

rocnik XIlI  ¢islo 4

Termin odeslani: 27. 2. 2006

Milé fesitelky, mili Tesitelé,

prvni meésic nového roku se chyli ke konci a to mimo jiné znamena, ze se
k vam dostava zbrusu nové vydani vaseho oblibeného ¢asopisu M&M. Protoze
uz ale uplynulo mnoho vody od chvile, kdy jste v rukou drzeli prvni ¢islo
soucasného roc¢niku, nastava cas na malé bilancovani. Nemame tim ovSem na
mysli zddné zdlouhavé rozbory tspécht ¢i netspécht. Zkratka se¢teme body
a — ano! Tém nejlepsim z vés se brzy ve schrance objevi obélka s pozvankou na
nase jarni soustifedéni, které probéhne od 4. do 12. 3. 2006 v Jesenikach.

A protoZe objekt, ve kterém budeme spoleéné travit nas c¢as, je sice krasny,
ale neveliky, bude soustfedéni odménou jen pro priblizné 20 nejlepSich. Ale
nebojte se — mate jesté chvilku na to, abyste se mohli pokusit vySvihnout se
na Celni mista Zebficku, a tim si svou tc¢ast pojistit. ReSeni loh z 3. a 4. ¢isla
(a vSech letosnich témat), kterd ndm pFijdou do 9. 2. 2006, vam v tom jesté
mohou pomoci.

Pokud nam chcete trochu zjednodusit praci s vybiranim tacastnikt, pripiste
ke svému FeSeni, jestli na sousfedéni chcete jet (resp. hlavné napiSte pokud jet
nechcete).

vasi organizdtori

Zadani uloh

Uloha 4.1 — Trojahelnik (5b)

Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelnika, a, 3, v velikosti jeho vnitinich thli.
Pro jaké trojuhelniky plati nasledujici rovnost?

a(l—2cosa)+b(1—2cosf)+c¢(l1—2cosvy)=0.

Uloha 4.2 — Bublifuk (5b)

Na obrazku vidite fotografii blany vytvorené vodou s jarem. (Spolu s ¢islem
byste méli dostat i barevny vytisk obrazku, ktery si také miizete stahnout
na adrese http://mam.mff.cuni.cz/bublifuk. jpeg.) Obrizek byl vyfocen
prakticky ze stejného mista jako zdroj svétla. (Uhel dopadu svétla na blanu byl
asi 10°.) Skute¢ny priumér smycky je pfiblizné 5,5 cm.

Vysvétlete, pro¢ obrazek vypada tak, jak vypada, a urdete tloustku jarové
blany. Pokud neni tloustka konstantni, uréete i jeji pribéh.



Index lomu vody s jarem mtizete povazovat za shodny s indexem lomu vody.
Toto tvrzeni muzete pripadné zkusit potvrdit ¢i vyvratit na zakladé vlastnich
experimenti.

Uloha 4.3 — V&7 z kostek (4b)

Lisacek Riki si stavi véz z kosticek tak, Ze na rovnou desku polozi jednu krychli,
na ni dalsf atd., aby postavil co nejvyssi véz (komin). Po chvili snazeni mu vSak
véz spadne a zaCina zase od zacatku.

Kdyz ho chudéka pozorujete, tak by vas urcité zajimalo, jaka je pramérna
vyska kominu, ktery postavi.

Riki ma pravdépodobnost 1/3, Ze kosticku polozi pfesné, 1/3 Ze ji posune
o polovinu délky hrany doleva a 1/3 Ze ji posune o polovinu délky hrany do-
prava.

Reseni témat

Téma 2 — Konstrukcni alohy v prostoru

Pozn. red.: Za druhé cislo k tomuto tématu nedosly zadné prispévky, miizete
tedy pokracovat v tom, co bylo napsano ve tietim cisle.

Nabizime vam tu vsak dalsi téma k premysleni. Pokuste se zobecnit znamé
Apolloniovy tlohy. Zadani téchto uloh je nasledujici: Mate v roviné zadany tii
geometrické utvary (kruznice, pfimky, body — nemusi to byt nutné napf. tfi
kruZnice, trojici miuZzeme nakombinovat libovolné). Najdéte vSechny kruZnice
v roviné takové, ze se dotykaji vSech tii zadanych tutvari.

Uloh tohoto typu existuje sposuta a feseni se daji snadno najit na internetu.
Zkuste tyto tilohy zobecnit do prostoru.
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Tedy méme zadané ¢ty¥i prostorové geometrické ttvary (roviny, koule, pfim-
ky, body, ... ). Najdéte vSechny koulice takové, zZe se dotykaji vSech ¢tyf zada-
nych utvarti.

Angwin

Téma 3 — Hexagonalni life

Doc™ Jan Mustlek

Nejjednodussi seskupeni organizmi

Izolované organizmy typu 1 i 2 okamzité zahynou. Stejné skonci i dvojice stej-
nych organizmii. Dvojice slozena z riznych typt organizmi se nejprve rozroste,
ale ve 3. generaci také zahyne. Trojice stejnych organizmi jsou stabilni — tr-
vale prezivaji, pokud nejsou zvend¢i zasazeny jinou kolonii organismi. SmiSené
trojice zahynou ve 3., nebo ve 2. generaci.
Ctvefice organismii*

Na obrazku je nékolik moznych usporadani ¢tvefic organizmi. Zkoumal jsem
také dalsi seskupeni co do tvaru i barevnosti. Naprosta vétsina seskupeni konéi
vyhynutim po nékolika generacich. Pouze vyvoj druhého seskupeni ve tieti fadé
koné{ dervenou? stabilni trojici a tiplné posledni seskupeni (v posledni fade)
se proméni na majdk (pravidelny Sestitthelnik z éervenych organizmi, v jehoz
stfedu pravidelné blikd ¢erveny bod).

Vrtule je seskupeni ¢tyt Cervenych organismi, kde je jeden uprostied a
ostatni st¥idavé kolem ného (sviraji spolu tihel 120°).3 Tento titvar se vraci do
puvodniho stavu s periodou 2.

A A

! Pozn. red.: Pojmy organismus a buiika autor volné zaméiiuje a znamena,ji
jednu buriku celularniho automatu.

2 Pozn. red.: Autor pouziva oznaceni ¢ervend buiika pro butiku typu 1 (zde
jednoduse Srafovand) a zelend buitka pro buitku typu 2 (zde dvojité Srafo-
vand).

3 Tento Gtvar neotiskujeme, protoze byl v minulém ¢isle.



Pravidelné Sestitihelniky

Cervené pravidelné Sestitihelniky se vyvijeji takto:*
a =7 — zméni se na Sest majaki.
a = 6 — vyhyne v 7. generaci.
a =5 — vyhyne ve 4. generaci.
a =4 — zméni se na stabilni utvar.
a = 3 — vyhyne ve 3. generaci.
a = 2 — jednéa se o tzv. majdk.

Podobné jsem se zabyval zelenymi pravidelnymi Sestitthelniky pro a = 2, 3,
4,5,6,7. VSechny kromé jednoho vyhynou. Pro a = 5 ziskdme Sest stabilnich
¢ervenych trojic.

To co je zde uvedeno jsem zjistil za pomoci vlastniho programu, ktery dam
rad ostatnim fesiteliim k dispozici na adrese:

http://www.sweb.cz/janmusilek/hexalife.html

Pozn. red.: Na zavér otiskujeme esteticky velmi zajimavou , kvétinku®, kte-
rou nam autor zaslal.

Poslal nam také povidani o ,,svicnech® a rozbor piimych, klikatych a zuba-
tych linii, které ale neotiskujeme.
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4 Pozn. red.: Strana a je pocet bunék které tvori stranu Sestitihelniku. Ta m4
vzdy tloustku jedné buriky a vnitfek Sestitthelniku je prézdny.
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Pozn. red.: Pokuste se nalézt utvar, ktery ma co nejmensi pomér pocatec-
niho poc¢tu bunék ku maximalnimu poctu bunék v jednom cyklu.

Irigi
Téma 4 — Generatory nahodnych cisel
Pozn. red.: Procpak jste nikdo neresil tenhle probém?
Gavento
ReSeni Gloh
Uloha 2.1 — Ruska ruleta (4b)

Zadani:

Jako profesiondlni mafidni mdte jisté prazi ve hie ,Ruskd ruleta“. Pravidla jsou ndsledugici:
Do zasobniku Sestiranného revolveru se vloZi jeden ndboj a na zacédtku hry se zdsobnik protoct
(jingmi slovy, ndboj se presune na ndhodné misto). Zacind hrdt soupei. PodrZi si revolver
u hlavy a stiskne spoust. Poté (pokud stdle jesté Zije) podd pistoli vam. Je na vds, zda zdsobnik
protoéite nebo ne, a poté stisknete spoust vy. Hra pokracuje, dokud neni jeden z hrdci po
smrti.

a) Pokud jste chytri a protocite zdsobnik vidy, kdyZ jste na tahu, a souper je hloupy a
neprotoci zdsobnik nikdy, kolikrdt za hru se primérné stiskne spoust?
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b) Pokud soupei vidy zopakuje se zdsobnikem to co vy (tj. protoci pokud jste proto-
¢ili a neprotoci pokud jste neprotocili) a souper zacindg (s protoéenym zdsobnikem
samozrejmé), jak hrdt, aby byla pravdépodobnost vasi smrti co nejmensi?

Reseni:
Nejprve si zkusime spocitat, s jakou pravdépodobnosti zemie nas soupet v pii-
padé a). VypiSeme si postupné pravdépodobnosti, s jakymi zemfe v jednotli-
vych kolech:

1. kolo: 1/6 (soupef nepfezil).

2. kolo: 5/6 -5/6 - 1/5 (soupef prezije - ja preziju - soupef nepiezije).

3. kolo: 5/6-5/6-4/5-5/6 - 1/5 analogicky pfedchozimu.

n. kolo: 5/6-5/6-4/5-5/6-...-4/5-5/6-1/5.
Celkovou pravdépodobnost ziskdme seCtenim pravdépodobnosti v jednotli-
vych kolech. K tomu vyuzijeme vzorecek pro soucet geometrické rady.

Po dosazeni ziskdme a =5/6-5/6-1/5a ¢=4/5-5/6:

SO (2) BB 5
~36 \3) 1-2/3 127

Jesté musime pripocitat odlisné 1. kolo, tedy celkové zemfe s pravdépodobnosti
7/12. Nyni bychom chtéli védét, jak dlouho bude hra primérné trvat. To zjis-
time tak, Ze seCteme vSechny mozné délky hry pfenésobené pravdépodobnosti,
s jakou se hra bude hrat tak dlouho. Neboli hra bude trvat 1 kolo s pravdeé-
podobnosti 1/6, 2 kola s pravdépodobnosti 1/6 - 5/6 atd. Na tento vypocet

potfebujeme vzorecek
o0
a
ang" "t = ————
nz::l g T

q)

ktery ziskdme zderivovadnim obou stran vzorce pro soucet geometrické rady.
Jesté si ho upravime do vhodnéjsiho tvaru

S ang?
n=0 1 - q)
N4&s pripad je ale slozitéjsi, jelikoz vysledny soucet se sklada ze dvou fad, jedné

z lichych kol a druhé ze sudych kol, coz se da zapsat jako:

1 N n N mn
5 + nzz:oal(Qn +2)¢" + nz::oag(%z +3)g
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a protoze v naSem pripadé a; = as,

1 - n 1 . n . n
6+Za1(4n+5)q :6+4-;a1nq +5-nzzoa1q )

n=0

Po dosazeni zjistime, Ze pramérna délka hry bude 25/4 kol.
Nyni odpovime na otédzku b). V podstaté mame 3 moZnosti:

1) Vzdy protécet.
2) Protacet kazdé liché kolo.
3) Dvakrat neprotacet a jednou protodit.

Ostatni moznosti jsou jejich kombinacemi, a tak i vysledna pravdépodob-
nost bude néco mezi nimi. MoZnost nikdy neprotacet by nas musela zabit,
pokud by na néas dosla fada ve 3. kole. Spocitame jednotlivé moznosti. Prvni
je jednoduché, pravdépodobnost smrti hrace pfi kazdém pokusu je 1/6. Mame
a=1/6 a g = 25/36 a soupef zemie s pravdépodobnosti 6/11. Pro druhou
moznost si vypiSeme prvnich par kol:

Pokud si vyraz upravime na

1

5,15 15 5

1
6763 6 36

6 36 36

vidime, Ze jde vpodstaté o dvé stejné geometrické rady. Jejich secCtenim zjis-
time, Ze soupef zemfe s pravdépodobnosti 12/21. Analogicky bychom zjistili,
Ze prii t¥eti moznosti zemfe v 13/18 pripadi. Nejvyhodnéjsi je tedy pro néas
3. moznost.

Jé, zivot mafidna holt nékdy neni tak jednoduchy.

Tibor

Uloha 2.2 — Rohoz (4b)
Zadani: 120 30

Pri neopatrné manipulaci s ohném shotely krbové |

rohozi dva rohy (viz obrdzek). Vasim ikolem je ro- 1 20
hoZ opravit rozstrithanim na co nejméné kouski li-

bovolného tvaru tak, aby se z nich dala beze zbytku 80

sestavit ctvercovd rohoZ. Nastiithané kousky nelze 80

prevracet. Pokuste se dokdzat, Ze vase Tesent je op-
timdlni a TeSeni s mensim poctem kouski memuze

) )
existovat. 20,

RR—

Reseni: 30 120

Vsichni fesitelé spravné a bez problému spocitali obsah rohozky 1440. Z toho
plyne, ze strana vysledného ¢tverce musi byt rovna 120. Nalezeni spravného
rozstithani ohotelé rohozky se ukazalo jako mnohem t&zsi. ReSeni s nejmensim
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120

80 N 120

20|

30 120 120
Obr. r2.1

poctem dilki (konkrétné se dvéma) vyuzivd dimyslného triku. Rohozku mu-
sime rozstrihnout zubatou kfivkou tak, aby vzniklo néco jako sikmé schodisté.
Posunutim vystrizenych dilkt o jeden schod slozime vysledny ¢tverec. Na toto
FeSeni prisli pouze Be™ Tereza Pechovéa, Mgr™ Alzbéta Pechova a Doc™ Honza
Musilek (viz obr. r2.1).

Ostatni FeSitelé nasli feSeni s vét$im poctem dilkl, nejcastéji s péti. Takto
rohozku rozstiihala naptiklad Mgr™ Tereza Berankova (viz obr. r2.2).

1 1 1
120 30 I
120 120 N
120
80 : 120
) 20 80
, 40
20!
30 120 120
Obr. r2.2

Na méné nez dva dilky rohozku rozstiihat nelze, protoze by to znamenalo
nestiihat ji viibec. A z puvodniho tvaru rohozky bychom ¢tverec uréité nese-
stavili.

Jirka

Uloha 2.3 — Cyklista na koloto¢i (4b)

Zadani:

Predstavte si cyklistu, ktery jede na kolotoci po obvodu tak, Ze v inercidlni soustavé se nepohy-
buge (jede obvodovou rychlosti opacngm smérem, nez se pohybuje kolotoc). Z pohledu inercidlni
soustavy na néj nepisobi Zadnd sila (takZe se nemusi nijak nakldnét, aby ji vyrovndval). Po-
divejme se véak na stejny déj z pohledu soustavy spojené s kolotocem: Na cyklistu pusobi sila
odstrediva, takZe se must naklonit, aby ji kompenzoval.
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Jak je mozné, Ze popis tohoto déje ve dvou ruznych vztainych soustavdach davd rizné vy-
sledky?

Reseni:
Nejprve nastinime nékolik omyl, kterych jste se dopustili, a uvedeme proc¢ jsou
Spatné:

Odstredivd sila se kompenzuje s dostredivou. Podobné tvrzeni lze obcas sly-
Set, ale ukazuji na nepochopeni toho, co je odstfediva a co dostfediva sila.
Odstredivad sila je zdanlivou silou, kterd plisobi (pfi pozorovani z rotujici neiner-
cidlni vztazné soustavy) neustéle na kazdé téleso. Naopak dostredivd sila nemé
s neinercidlnimi soustavami nic spoleéného. Je to sila, ktera v dané vztazné
soustavé musi pusobit na téleso, které se z pohledu této soustavy mé pohybo-
vat po kruhové draze. Pfitom neni podstatné, jestli je tato soustava inercialni,
nebo neinercidlni.

Sila, ktera ptisobi, se samoziejmé nemuze ,kompenzovat® se silou, kterou
potiebujeme (cyklista se z pohledu koloto¢e pohybuje po kruhové draze). Od-
stredivéa sila miize maximélné byt dostfedivou silou pro néjaky pohyb. V nasem
pripadé m4 ale opa¢ny smér, takze ani toto nepfipadéd v tvahu.

Neinercidlni soustavy nemuzeme pouZit, protoZe ,néco” zanedbdvaji. Ne-
vime presné co tim bylo mySleno, ale neni to pravda. Neinercidlni soustavy
(pokud zapoéteme prislusné zdanlivé sily) jsou naprosto ekvivalentni inerciél-
nim soustavam. ,,Néco zanedbéavaji“ jen pokud na tyto zdanlivé sily zapome-
neme.

Situace je analogickd situaci, kdy cyklista vjizdi do zatdcky a nakldni se. Zde
jste predpokladali, ze na kolotoci cyklista ,,stale zataci“, a tedy musi byt naklo-
nény. To ale neni pravda. Pfi béZném zataceni na kolo ptsobi tfeci sila, kterd
méni jeho smér. Takovato sila ale v nasem piipadé neptisobi. Nejjednodussim
protiprikladem je nasledujici pokus. Predstavte si, ze cyklista upusti kaminek.
Ten je vii¢i nému na pocatku v klidu. P#i pohledu z inercidlni soustavy je cyk-
lista i kaminek v klidu, a kaminek tedy pada ,rovné doli“ vedle cyklisty. Totéz
samoziejmé uvidi i pozorovatel na kolotoci. Pokud by cyklista ,zatacel“ diky
sile puisobici mezi podlahou kolotoce a kolem, musel by se kaminek, nedotykajici
se podlahy, pohybovat jinak nez cyklista.

Spravné feseni vyzadovalo, abyste zapoditali i tzv. coriolisovu silu. Je to
zdanliva sila, kterd ptisobi na kazdé téleso, které se v rotujici neinercidlni sou-
stavé pohybuje. Jeji vliv je nazorné vidét v pripadé pohybu smérem ke stiedu
otaceni. Kdyz udélame krok smérem ke stfedu, mame z pohledu inercidlni sou-
stavy pFili§ velkou obvodovou rychlost. (Obvodovéa rychlost roste se vzdalenosti
od stfedu, protoze urcéity bod musi béhem jedné otocky trvajici stale stejnou
dobu ,ob&hnout delsi drahu“.) Budeme tedy strhavani ve sméru otaceni, coz si
pFi pozorovani z neinercidlni soustavy (kde Zddna obvodovéa rychlost nefiguruje)
vysvétlime ptisobenim sily — pravé coriolisovy.

Obecny vzorec pro tuto silu ve vektorovém tvaru je:

F.= 2mw x v,
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kde w je thlova rychlost rotace neinercialni soustavy a v rychlost pohybu
z hlediska neinercialni soustavy. Tato sila tedy nemusi piisobit jen pfi pohybu
ke stredu otaceni. Pisobi i na naseho cyklistu, ktery se pohybuje rychlosti v
proti sméru otafeni kolotoce. (v = wr, kde r je polomér kolotoce, resp. drahy
cyklisty.)

Z pohledu neinercidlni soustavy tedy na cyklistu ptsobi odstiediva sila

F, = mw?r
smérem ,,ven“ a coriolisova sila
F. = 2mwr

smérem ,dovniti“.% Vyslednice téchto sil je

F = mw?r

smérem dovniti. Tato sila ale pfesné odpovida potiebné dostiedivé sile, ktera
bude cyklistu udrzovat na kruhové dréze o poloméru r.
Mizeme tedy fict, ze
— z pohledu inercidlni soustavy je cyklista v klidu a vyslednice sil na néj
ptisobicich je nulova;
— 1z pohledu neinercialni soustavy se cyklista pohybuje po kruhové draze
o poloméru r (objizdi koloto¢) a vyslednice sil na néj pusobicich je
dostfediva sila, kterd pohyb po této draze umoziiuje (kdyby byla vy-
slednice nulové, musel by se pohybovat pfimocafe).

Po zapocitani coriolisovy sily tedy veskeré zdanlivé rozpory vymizi.
Irigi a kolektiv

5 Smér vektoru @ je nad, resp. pod koloto¢ (podle sméru otaceni). Smér
vysledku vektorového sou¢inu uréime pravidlem pravé ruky. (Znate jej asi z ur-
¢ovéani sily piisobici na ndboj pohybujici se v magnetickém poli, ale plati obecné
pro kazdy vektorovy soucin.) Velikost vektorového souéinu dvou kolmych vek-
tort je soucin jejich velikosti.



12

Vysledkova listina

Ulohy
Por. | Jméno > ilrl r2 r3 t1 t3 (> o >
1. | Mgr™ Ondfej Rott 30 30
2. | Doc™ Jan Musilek 161 3 5 9 17 28
3. | Mgr™ Jakub Beran 31 24
4-5. | Dr™ Katefina Bohmova 57 23
Mgr'™ Ondrej Bilka 26 23
6-7. | Mgr™™ Tomas Javirek 45 18
Mgr'™ Alzbéta Pechova 45 4 1 5 10 18
8. | Bc™ Hana Jirku 15 4 2 1 7 15
9-10. | Dr'™ Matéj Korvas 58 14
Mgr™ Radim Vansa 40 14
11-13. | Mgr™ Jakub Oprsal 46 13
Mgr™ Jaroslav Hancl 40 13
Bc"™ Miroslav Klimos 13 13
14-15. | Mgr™ Marek Scholz 45 12
BceM™ Marie Dostéalova 12 12
16. | Bc™ Beata Hergelova 10 10
17. | BeM™ Martin Kfivanek 13 9
18. | Mgr*™ Marek Pecha 391 3 3 6 8
19-20. | Dr™ Eva Cernohorska 89 7
Mgr™ Marek Basovnik 28 7
21-23. | Dr'™ Jozef Cmar 90 6
Mgr™ Tereza Berankova 451 3 3 6 6
Martin Alan 6 6
24-25. | Doc™ Tereza KlimoSova 131 5
BcM™ Tereza Pechova 16 4 1 5 5
26. | Michal Bezvoda 4 4
27-29. | Mgr™ Radim Pechal 33 3
Lucie Mohelnikova 3 3
Jan Vanhara 3 3
30-31. | Mgr™ Darius Gal 20 2
Jifi Martisek 2 2
32. | Lenka Svidrnochové 1 1

Adresa redakce:

M&M, OVVP, UK MFF
Ke Karlovu 3

121 16 Praha 2

Telefon: +420 221 911 235
E-mail: MaM@atrey.karlin.mff.cuni.cz
WWW: http://mam.mff.cuni.cz

Casopis M&M je zastieSsen Oddélenim pro vnéjsi vztahy a propagaci Univer-
zity Karlovy, Matematicko-fyzikalni fakulty a vydavan za podpory stredoceské

pobocky Jednoty ceskych matematiki a fyziku.




